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9. ONDAS SUPERFICIALES DE GRAVEDAD

Ondas superficiales

Lejos de las paredes del recipiente que lo contiene, la superficie libre de un liquido en equilibrio
sometido a la gravedad y a las fuerzas de tension superficial es plana y horizontal. Si por efecto
de una perturbacion la superficie se aparta de esa posicion en algun punto, ocurre un movimiento
en el liquido tendiente a restituir el equilibrio. Este movimiento se propaga sobre la superficie en
forma de ondas, llamadas ondas superficiales. Esas ondas afectan también el interior del fluido,
pero con menos intensidad a mayores profundidades.

Los efectos de la tension superficial son importantes cuando la longitud de las ondas es muy
corta, pues entonces la principal fuerza de restitucion es la capilaridad. Estas ondas se denomi-
nan entonces ondas capilares. Pero cuando las longitudes de onda son grandes, la fuerza de res-
titucion se debe solo a la gravedad y tenemos entonces ondas de gravedad.

Las ondas de superficie en el agua son sin duda el fendémeno ondulatorio mas facil de observar, y
no han cesado de fascinar al observador curioso. Se trata, ademas de un fendmeno de enorme
importancia practica y de gran relevancia para las ciencias del ambiente terrestre. Presentan una
fenomenologia asombrosamente variada y han dado lugar, y siguen dando hoy, a numerosas in-
vestigaciones sea tedricas que experimentales. El lector debe tener presente que en estas notas
apenas tocaremos algunos aspectos basicos pues la exploracion profunda de este vasto campo
requiere por si sola un entero volumen.

Ondas superficiales de gravedad

Consideraremos ahora ondas de gravedad de pequefia amplitud, en las cuales la velocidad del
fluido es tan pequefia que en la ecuacion de Euler' se puede despreciar el término convectivo (no
lineal) (u-V)u en comparacion con du/ét. El significado fisico de esto es facil de ver. En
efecto, durante un intervalo de tiempo del orden del periodo 7 de las oscilaciones, las particulas
del fluido recorren una distancia del orden de la amplitud a de la onda. La velocidad es entonces
del orden de u=a/T. La escala temporal de variacion de u es Ty la escala espacial de su varia-
cion (en la direccion de propagacion) es la longitud de onda A. Luego, |du/dt ul/T y
| (U-V)u = u? /A y entonces el término convectivo serd despreciable frente a du/ dt si se cumple

) 2
| (u V)u|zu /A=3<<1 (9.1)
loulot| ulT A

En otras palabras, la amplitud de las oscilaciones debe ser mucho menor que la longitud de onda.

Ecuaciones basicas

Habiendo despreciado el término convectivo, la ecuacion de Euler se reduce a

—=-Vp-— (9.2)

1 ’ . r . . ~ 1
En la mayoria de los casos de interés los efectos de la viscosidad son muy pequefios, como vamos a mostrar mas

adelante en este Capitulo. por lo tanto se justifica usar la ecuacion de Euler.
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9. Ondas superficiales de gravedad

donde @ es el potencial gravitatorio. Vamos a suponer que el flujo es incompresible y la densi-
dad es uniforme, entonces la (9.2) se puede escribir como

%‘t’ - —V((p + E) 9.3)

Tomando el rotor de la (9.3) resulta dw/ ot =0 y por lo tanto @ = cte. Pero en un movimiento
oscilatorio el promedio temporal de la velocidad es nulo, luego @ = cte.implica @ =V xu =0.
Puesto que el flujo es incompresible e irrotacional podemos poner U = V¢ donde ¢ es el poten-
cial de velocidad. De la (9.3) obtenemos entonces

J¢
= —pgz- p—= 9.4
p=-pgz P (9.4)

donde pusimos @ = gz. Vamos a suponer que el eje z es vertical y hacia arriba y que la superfi-
cie libre del liquido en equilibrio es el plano z= 0 (Fig. 9.1).

h

Liquido P

Fig. 9.1. Onda de superficie en un liquido.

Vamos a indicar con £(X,Y,t) la coordenada z de un punto de la superficie perturbada. En el
equilibrio £ = 0, de modo que & representa el desplazamiento vertical de la superficie debido a
las oscilaciones. Supongamos que sobre la superficie libre se ejerce una presion constante py (la
presion atmosférica). Entonces por la (9.4) se debe cumplir la condicidon de contorno

1%
Po = —p9E - P(E(p) (9.5)
z=¢
En lugar de ¢ podemos emplear
¢ =g+ 0t (9.6)
p
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9. Ondas superficiales de gravedad

puesto que, claramente, U =V¢' = V¢. Con esto se absorbe el término p, de la (9.5), y podemos
escribir la condicion de contorno sobre la superficie (quitando la ') en la forma

gz +(2) L 97

Puesto que la amplitud de las oscilaciones es pequenia por la (9.1), el desplazamiento & también
lo es. Por lo tanto con la misma aproximacién podemos suponer que la componente vertical de la
velocidad de los puntos de la superficie es simplemente

48

Uy (X, Y, t) = ry (9.8)
Pero, por otro lado
Uy (X, Y,8,t) = (i—‘ﬁ) e (9.9)
de modo que
(@) 010
ot 9z} ;¢
Pero de la (9.7) tenemos que
23T o o1

y, entonces, de estas dos ultimas expresiones obtenemos

2
(‘9—¢+1‘9—;”) _0 9.12)
7z gat),,

Ya que las oscilaciones son pequeias, podemos evaluar la cantidad entre paréntesis en Z=0 en
vez de z=_C, con lo que finalmente el problema se reduce a las siguientes ecuaciones

>, 9 1%\ _
Vép=0 , (az+g(7t2)zzo_0 (9.13)

Ondas elementales monocromaticas

Gracias a la aproximacion de suponer perturbaciones de pequenia amplitud, hemos llegado a un
problema lineal que se expresa en las (9.13). En virtud de la linealidad, tiene sentido buscar so-
luciones de las (9.13) en la forma de perturbaciones sinusoidales de la superficie libre, de longi-
tud de onda A y periodo 7, dado que mediante oportunas superposiciones de perturbaciones de
este tipo podemos encontrar la solucion de cualquier problema de condiciones iniciales. Vamos
a suponer que la superficie del liquido es ilimitada y su profundidad /# es muy grande, de modo
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9. Ondas superficiales de gravedad

que h>> A, donde A es la longitud de onda de la perturbacion, cuyo periodo es 7. Por lo tanto
tendremos lo que se denomina una onda de gravedad en aguas extensas y profundas. En este
problema, entonces, no hay condiciones de contorno en los bordes ni en el fondo.

Supongamos que la onda se propaga a lo largo del eje x, de modo que todas las magnitudes que
la describen son independientes de y. Tendremos entonces

¢=f(zcoskx-wt) con |k, $k=2r A y w=2r T (9.14)

Sustituyendo ¢ en la ecuacion de Laplace (9.13) obtenemos la siguiente ecuacion para f:

f"_K2f =0 (9.15)

cuya solucion general es

f=Ae?+Be™ | A B-=cte. (9.16)

En el presente caso B debe ser nulo, pues ¢ debe ser finito para Z— — ya que hemos supuesto
h = oo, Luego el potencial de velocidad tiene la forma

¢ = Ae?cosk X — wt) (9.17)

Este comportamiento exponencialmente decreciente en la direccion normal a la superficie es ca-
racteristico de las ondas superficiales, que se suelen también denominar evanescentes dado que
no se propagan en esa direccion.

Por otra parte, la condicion de contorno (9.13) en la superficie requiere que

w==QK) , QK)=.gk (9.18)

La expresion (9.18), que recibe el nombre de relacion de dispersion, nos muestra que la frecuen-
cia de oscilacion de una onda depende de su longitud de onda. Se puede observar que €2 es una
funcién par de k,, y que para cada valor de &, hay dos modos, correspondientes a tomar el signo
+ o0 el —en la (9.18). Para el modo + la onda se propaga en el sentido x positivo si K, >0y en el
sentido x negativo si K, <0, es decir, en el sentido determinado por el signq.d&ara el modo
—la onda se propaga en el sentido opuesto al determinado por el signo de Por lo tanto, las on-
das del modo + con ky > 0y las del modo — con Kk, <O se propagan ambas hacia la derecha.
A partir de la relacion de dispersion podemos determinar la velocidad de fase u,de la onda ele-
mental (9.17) como
Qk) _ [g_ o

(00) . .
=—=8 k S , =E—= |— = _|— 9.19
U =0 =Sk Sigrw)e , o= <%= Ba (9.19)

La (9.19) nos muestra que ¢ depende de la longitud de onda. En este caso la velocidad de fase es
proporcional a la raiz cuadrada de la longitud de onda. Debido a esto, una superposicion de on-
das elementales de diferente longitud de onda cambia de forma mientras se propaga, y un pa-
quete de ondas localizado se dispersa. Por este motivo, las ondas que tienen esta propiedad se
dicen dispersivas. La otra velocidad caracteristica de una onda es la velocidad de grupo u,, que
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9. Ondas superficiales de gravedad

se define en forma elemental como la velocidad con la cual de propaga un paquete de ondas casi

20108 e

A partir de aqui vamos a escribir todas las formulas para k, >0 y omitiremos el subindice x

monocromatico, y esta dada por

dw

u R
ok,

- Sign(k,) Sigfw)C , C

g

pues no se va a producir confusion, pero el lector debe tener claro que mientras en el argumento
del coseno en la (9.17) figura £, (con su signo), en la exponencial de la (9.17) y en la relacion de
dispersion (9.18) figura su modulo k. Lo mismo serd para las expresiones andlogas que escriba-
mos de ahora en més. Ademas, cuando se superpongan las soluciones elementales para formar
trenes o paquetes de onda hay que recordar que es necesario tener en cuenta ambos modos de la
relacion de dispersion, y para cada uno de ellos ambos signos de k.

Dela (9.19) y 1a (9.20) vemos que la velocidad de grupo difiere de la velocidad de fase, cosa que
ocurre siempre que se tengan ondas dispersivas. En este caso la velocidad de grupo es menor (en
modulo) que la velocidad de fase. Se dice entonces que hay dispersion normal, que se pone de
manifiesto en que las crestas y valles de un grupo de ondas (que viajan con la velocidad de fase)
tienden a adelantarse al grupo. De resultas de esto, a medida que el grupo avanza aparecen
nuevas crestas y valles a la retaguardia del grupo, que se desplazan hacia su parte delantera y por
ultimo desaparecen en la vanguardia del mismo. Esto se puede observar si se arroja una piedra
de regular tamafio a un estanque cuyas aguas estan quietas. En ese caso se forma un tren de on-
das circulares (con centro en el lugar donde cay¢ la piedra). El tren de ondas es una superposi-
cion de ondas elementales de diferentes longitudes de onda, las mas largas con A del orden de la
dimension lineal de la piedra y de ahi para abajo (incluyendo las ondas capilares que estudiare-
mos mas adelante), pero las que se observan mas facilmente son las ondas largas, las cuales si el
tamafio de la piedra es adecuado son ondas de gravedad.

Ademas del que acabamos de mencionar, la dispersion da lugar a otros efectos interesantes en la
propagacion de perturbaciones de la superficie de un liquido, cuyo estudio requiere refinar y ge-
neralizar las nociones elementales de velocidad de fase y velocidad de grupo. Dado que nuestras
generalizaciones se aplican a todo tipo de ondas, siempre que sean de pequefia amplitud, con-
viene primero completar el examen de las ondas de superficie en liquidos y dejar para un poco
mas adelante el estudio de la dispersion.

Propiedades de las ondas de gravedad en aguas profundas

Una vez determinado el potencial ¢ podemos calcular el campo de velocidad. Resulta

Uy = % _ —kAesenkx - wt )

>Q<*

(9.21)

u, = Z—(ﬁ kAe cosfkx — wt )

Las (9.21) muestran que el médulo de la velocidad vale kAek? y por lo tanto disminuye expo-
nencialmente con la profundidad. En cualquier punto del fluido (x, z fijos) el vector velocidad
rota uniformemente en el plano x, z con el periodo T.

Es interesante calcular las trayectorias de las particulas del fluido. Sean (X, Z) las coordenadas
de un elemento del fluido cuya posicion de equilibrio es (Xg,Zy). Entonces
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9. Ondas superficiales de gravedad

E(x — %) = Uy (X, Z) = Uy (Xg,Z0) = —kAe®sen(kx o — wt)
d (9.22)
E(Z - Zy) = Uy, (X, Z) = Uy(Xg, Zg) = kA coskxg— wt )

a(z) = a(0)x

1 \ ﬁ\\

0.5335 A ——

0.2846

0.1518

0.0810

0.0432 A

0.0230

0.0123

0.0066

0.0035

0.0019

Fig. 9.2. Representacion de una onda elemental de superficie. Se han dibujado las trayecto-
rias de los puntos de la superficie para indicar como se combinan esos movimientos para
dar lugar a la ondulacion de la misma. Si el sentido de rotacion es horario (como se indica
por medio de las flechas) la onda se propaga hacia la derecha. Para que en el dibujo se
puedan apreciar mejor las caracteristicas del fendmeno se supuso a= A/10 con lo cual la
condicién a << A no se cumple muy bien. Debido a eso la perturbacion de la superficie no
es exactamente sinusoidal, como se puede notar mirando cuidadosamente la figura. Se
puede observar que el radio de las orbitas de las particulas del fluido disminuye muy rapi-
damente con la profundidad: a profundidades mayores que 0.6A ya no se pueden dibujar
las circunferencias.

En las expresiones anteriores hemos hecho las aproximaciones kX = kxy y kKZ = kz; que se justi-
fican para oscilaciones de pequefia amplitud ya que

K(X-X)~ka=2malA<<1 , k(Z-z5)~ka=2ma/i<<1 (9.23)

Integrando las (9.22) en el tiempo obtenemos la trayectoria buscada:
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X - Xg = _k_AekZo cosfxg-wt) , Z-2z5= —k—Ae"Zosen((xo— wt) (9.24)
w w

Las (9.24) muestran que las particulas del fluido describen circunferencias de radio

a(zy) = %Ae'qo (9.25)

alrededor de su posicidén de equilibrio (xo, zo); este radio disminuye exponencialmente al au-
mentar la profundidad (Fig. 9.2). Por lo tanto este movimiento oscilatorio no es ni longitudinal
ni transversal. Esto se debe a que el fluido es incompresible, y entonces las parcelas no se pue-
den mover solamente en sentido vertical, pues cuando una parcela desciende (o asciende), otras
porciones del fluido tiene que desplazarse en sentido horizontal para dejarle lugar (u ocupar el
lugar que deja vacante). Finalmente podemos observar que a = a(0) = KA/ w es la amplitud de la
oscilacion de la superficie libre, que es la magnitud que interviene en la condicién (9.1).

En particular, para Z; = O tenemos de la (9.24) que

E(x,t)=- kjAser(kx - wt) (9.26)

consistentemente con la (9.10). Por lo tanto para nuestras soluciones elementales se cumple que

%ekzé(x,t’)=¢(x,z,t) , t=t-T/4 (9.27)

y en consecuencia dado

E(x,t) = acoskx — wt) (9.28)

queda inmediatamente determinado ¢. Por lo tanto es equivalente describir la onda en términos
de ¢ o de C. En lo sucesivo vamos a usar la segunda alternativa porque es mas facil visualizar el
desplazamiento de la superficie libre antes que el potencial de velocidad.

Ondas capilares

Hasta ahora, en nuestro estudio de las ondas superficiales no hemos tenido en cuenta las fuerzas
de tensidn superficial. Veremos que la capilaridad tiene un efecto importante sobre las ondas de
gravedad de longitud de onda pequena.

Como antes vamos a suponer que la amplitud de las oscilaciones es pequefia en comparacién con
la longitud de onda (a << A). El planteo del problema se puede hacer del mismo modo que antes
y se obtiene que el potencial de velocidad satisface como antes la ecuacion de Laplace (la pri-
mera de las (9.13)). La diferencia con el caso anterior aparece en la condicion de contorno sobre
la superficie, pues ahora debido a la curvatura de la superficie cuando ésta es perturbada, hay
una diferencia de presion entre ambos lados de la misma. Esta diferencia estd dada por la for-
mula de Laplace (2.48)

1 1
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donde y es el coeficiente de tension superficial y R;, R; los radios principales de curvatura de la
superficie libre. Luego la presion cerca de la superficie y en el seno del liquido es

2 072
P=po- y(axg W%) (9.30)

donde py es la presion externa. Por lo tanto la condicion de contorno sobre la superficie se es-
cribe ahora

2 2
ot o) - 1|25 +05) - (9.31)

que difiere de la (9.7) por la presencia del ultimo término. Como antes, derivamos esta ecuacion
respecto del tiempo y reemplazamos d¢/ dt por (d¢/dz),_o y obtenemos la siguiente condicion
de contorno para el potencial de velocidad:

dp 1% y 9 (3% 9% _
[az g a2 pgaz(o7x2 ayz)} -0 5-32)

que difiere de la segunda de las (9.13) por la presencia del tercer término.

Buscamos nuevamente soluciones en forma de ondas monocromaticas del tipo (9.14). La solu-
cion de la ecuacion de Laplace sigue siendo de la forma (9.17). Sustituyendo entonces la (9.17)
en la condicion de contorno (9.32) obtenemos ahora la relacion de dispersion

o-x, s V‘j (9.39)

El cociente entre el término de gravedad y el término de tension superficial del radicando de la
(9.33) esta determinado por el nimero puro

-9 (9.34)

que se denomina numero de Bond (o también numero de Eotvés). Cuando B>> 1 los efectos de
la tension superficial son despreciables y estamos en el caso de las ondas de gravedad puras que
acabamos de estudiar. Si, viceversa, B <<1, la dindmica de las oscilaciones esta determinada por
la tension superficial y tenemos ondas capilares puras. En los casos intermedios ambos efectos
se deben tener en cuenta y tenemos las ondas de gravedad capilares.

Vemos entonces que para longitudes de onda largas, tales que k? << kg = pg/y, esto es, para

A>>Ay=2mlky= 21yl pg (=2172cm paraaguaa 15 °C) (9.35)

el efecto de la capilaridad es despreciable, y tenemos una onda de gravedad pura. La longitud
Ag se suele denominar distancia capilar.
En el limite opuesto, cuando A << A, se puede despreciar el efecto de la gravedad y entonces
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W = i\yk73 (9.36)

Estas ondas se denominan ondas capilares puras (en idioma inglés “ripples”, o sea rizos). Los
casos intermedios se denominan ondas de gravedad capilares.
Se puede observar que la velocidad de fase de las ondas capilares est4d dada por

c=%=\/_= Eu (9.37)

y por lo tanto, a diferencia de las ondas de gravedad (puras) es inversamente proporcional a la
raiz cuadrada de la longitud de onda.
En cuanto a la velocidad de grupo, se obtiene

dovo 3 [k 3
c-2_=2/2_2 9.38
/p c (9.38)

Por lo tanto la velocidad de grupo de las ondas capilares es mayor que la velocidad de fase, al
revés de lo que ocurre con las ondas de gravedad (puras). En estos casos se dice que hay disper-
sién anémala®, que se pone de manifiesto en que las crestas y valles de un grupo de ondas tien-
den a retrasarse respecto del grupo: a medida que el grupo avanza se observa que nuevas crestas
y valles aparecen a la vanguardia del grupo, se van desplazando hacia la parte posterior, y final-
mente desaparecen en la retaguardia del mismo. Este comportamiento se puede observar clara-
mente cuando las gotas de lluvia caen sobre un estanque cuyas aguas estan en calma. En este
caso (a diferencia de cuando se arroja una piedra) el tren de ondas contiene solamente ondas ca-
pilares debido al pequefio tamafio de las gotas de lluvia; esto permite observarlas bien a pesar de
su corta longitud de onda y reducida amplitud. Las ondas capilares también estan presentes en el
tren que se produce cuando se arroja una piedra, pero es muy dificil verlas debido a que las on-
das de gravedad son mucho mas vistosas y su amplitud es mayor.

En la Fig. 9.3 se representan la velocidad de fase y la velocidad de grupo en funcién de A para
las ondas de gravedad capilares asi como para los casos limite de ondas de gravedad puras y on-
das capilares. Se puede observar que hay una velocidad de grupo minima Cy, dada por

yg 1/4 2
=| 9o = , a=—-1=0.1547.. 9.39
o ( p) V3 (9:39)
que ocurre para
1/2
= kog = (ag_P) (9.40)
Y

Para agua a 15 "Cresulta Co =17.8cm/sy Agy = 27/ kpg = 4375cm.
También la velocidad de fase tiene un minimo dado por

? El adjetivo “anémalo” no es ciertamente apropiado, dado que este tipo de comportamiento no tiene nada de

patologico.
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1/4

C - (477@) (9.41)

que ocurre para A = Aq (ec. (9.35)). Para agua a 15 °C resulta ¢y = 23.2cm/s. Este minimo se-
para las dos ramas de la relacion de dispersion: la rama capilar y la rama de gravedad. A la iz-
quierda de este minimo, en la rama capilar, la velocidad de grupo es mayor que la velocidad de
fase, mientras que a la derecha, en la rama de gravedad, es menor. Hay varios fendmenos intere-
santes asociados con estos hechos, que examinaremos mas adelante.

rama capilar rama de gravedad

10
CJc,

Ay g /Ao A/

0.1 1 10 100

Fig. 9.3. Velocidad de fase (linea de trazos) y velocidad de grupo (linea llena) para las on-
das de gravedad capilares en aguas profundas. Al usar escalas logaritmicas se aprecian
mejor las regiones donde valen las formulas aproximadas para las ondas capilares puras (la
region A/ Ay < 0.3 en la cual ¢ y C aparecen en el grafico como rectas paralelas con pen-
diente —1/2) y para ondas de gravedad puras (la region A/Ay > 6 donde las lineas son rec-
tas paralelas con pendiente +1/2). De acuerdo con lo que se puede apreciar en el grafico,
vale la pena aplicar las féormulas exactas tan s6lo en la zona de transicion entre ambos re-
gimenes, esto es, en el intervalo 0.3< A /Ay < 6 (es decir, entre 0.5 y 10 cm para el agua).

Ondas superficiales en capas de profundidad finita

Veamos como se modifican los presentes resultados cuando la profundidad /# de la capa liquida
es finita. Lo unico que cambia respecto del tratamiento anterior es que debemos agregar la con-
dicién de contorno en el fondo

(U)yepy = (Z—(ﬁ)X:_h =0 (9.42)

Por lo tanto, al escribir la solucion de la ecuacion de Laplace (9.14) hay que conservar el término
Be " de la (9.16). Imponiendo entonces la condicion (9.42) es facil ver que resulta

¢ = A'coshk @+h)]coskx-wt ) , A'= ek (9.43)
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A partir de la (9.43) es sencillo verificar que las trayectorias de las parcelas del fluido son ahora
elipses achatadas. El achatamiento es tanto mayor cuanto menor es h/ A, y ademas crece con la
profundidad, hasta que el semieje vertical se hace nulo en z=-h (pues alli u, =0), de modo

que en el fondo el movimiento del fluido es puramente horizontal.

Introduciendo la (9.43) en la condicidon de contorno en la superficie (9.32) resulta la siguiente

relacion de dispersion general:

w

Examinaremos ahora diferentes casos.

i\(gk + yk—3) tanhkh

0

(9.44)

0.1

0.01

0.001

0.01

0.1

10

Fig. 9.4. Velocidad de fase (linea de trazos) y velocidad de grupo (linea llena) de las ondas
de gravedad puras como funcion de la profundidad de la capa liquida. Al usar escalas loga-
ritmicas se aprecian mejor las regiones donde valen las féormulas aproximadas para aguas
profundas (la regiéon A/27h < 0.3en la cual ¢ y C aparecen en el grafico como rectas pa-
ralelas con pendiente 1/2) y aguas poco profundas ( A/27h > 4 donde las lineas son hori-
zontales). De acuerdo con lo que se puede apreciar en el grafico, vale la pena aplicar las
formulas completas (9.46) tan sdlo en la zona de transicion (0.2 < A/ 27h < 4) entre ambos
regimenes, que apenas abarca algo mas de una década.

Ondas de gravedad puras

En el caso de ondas de gravedad puras (k? << p9ly,osea A >> Ay) obtenemos

w = = gktanhkh

(9.45)

y es facil verificar que la velocidad de fase y la velocidad de grupo de estas ondas son, respecti-

vamente

166



9. Ondas superficiales de gravedad

2kh

C= gtanhkh ,C=£c(1+—
K 2 \7" senrekh/

(9.46)

El comportamiento de la velocidad de fase y la velocidad de grupo de las ondas de gravedad pu-
ras como funcion del cociente A/h se puede apreciar en la Fig. 9.4. Cuando kh>>1 (o sea
A << h) se tiene tanhkh =1 y recuperamos el caso de ondas de gravedad en aguas profundas ya
estudiado anteriormente.

Ondas de gravedad puras en aguas poco profundas

Mas novedoso es lo que ocurre cuando kh<<1 (A >>h). En este caso tanhkh =kh de modo
que

w = =k /gh (9.47)

Por lo tanto las ondas de gravedad en aguas poco profundas no son dispersivas, pues

c=,gh=C (9.48)

Debido a esto, un paquete de ondas de gravedad en aguas de poca profundidad se propaga sin
cambio de forma.

Ondas capilares puras
Cuando k? >> pg/y (A << Ag) domina el efecto de la tensién superficial, y la (9.44) se reduce a

[43
o =+ 7 tanhkh (9.49)

\ e

de modo que las velocidades de fase y de grupo de las ondas capilares resultan ser, respectiva-
mente

2kh

= 9.50
3senh2kh/ (9-50)

Cc= ﬁtanhkh ,C=§C/1+
o 2\

Cuando kh>>1 (0 sea A << h) se tiene tanhkh =1y recuperamos ¢l caso ya visto de las ondas
capilares en aguas profundas (ecs. (9.35-37)). En cambio, cuando kh <<1 resulta

w = £k? m (9.51)
\Vp
y entonces la velocidad de fase y la velocidad de grupo son, respectivamente:
c=k ;“@ , C=2c (9.52)
\Vp

En consecuencia las ondas capilares presentan siempre dispersion anémala.
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Efecto de la viscosidad sobre las ondas superficiales

Sobre una superficie libre no se ejercen esfuerzos tangenciales. Debido a la viscosidad esto
implica que du, /dz+ du,/ dx = O sobre la superficie. Los flujos ideales que hemos considerado
no cumplen esta condicion. Por lo tanto cerca de la superficie libre hay una capa limite en la cual
la vorticosidad no es nula, mientras que el resto del flujo es potencial, tal como lo hemos
considerado hasta ahora. Dentro de esta capa limite las derivadas de la velocidad disminuyen
rapidamente, pero es importante observar que (a diferencia de lo que ocurre cerca de una
superficie s6lida) esto no implica que el gradiente de la velocidad sea fuerte. En la mayoria de
los casos de interés el nimero de Reynolds del flujo de una onda de gravedad es muy grande. En
efecto, Re=UA /v = ac /v. Para el agua, con C= V"“gkl 21 y con el valor de v de la Tabla 7.1
resulta Re = 1135 a(cm)[A(cm)]"~

El principal efecto de la viscosidad es el de producir el amortiguamiento de las ondas. Sin em-
bargo, dado que Re >> 1 para ondas de longitud de onda apreciable, este amortiguamiento es
casi siempre muy pequefio. Se puede mostrar que el coeficiente de amortiguamiento, definido
como y =|da/dt |/a, donde a es la amplitud de la onda superficial vale

y = 2vk? = 872v/ 22 (9.53)

Para agua resulta y (s™1) = 0.87/A%(cn?). Asi, por ejemplo, para un tren de ondas con A =10 m
que viaja con una velocidad de grupo de 2 m/s se obtiene y ~10%s™1. Es decir, el tren de ondas
debe viajar durante 10° s (unos 11 dias) durante los cuales recorre alrededor de 2000 km, antes
de amortiguarse apreciablemente. Por lo tanto las olas generadas por los vientos en el océano se
propagan por distancias enormes. Esto explica porqué llegan siempre olas a la costa, incluso
cuando el viento estd en calma: esas olas se originaron en lugares muy lejanos, y en un océano
de las dimensiones del Atlantico siempre hay tormentas en alguna parte. Sin embargo el amorti-
guamiento viscoso es importante para las ondas capilares; en el agua, de acuerdo con la (9.53),
para A =0.4cm resulta y =5.4s1, por lo tanto la onda se amortigua en tan sélo 1/5 de se-
gundo. Por este motivo las ondas capilares de longitud de onda muy corta son muy dificiles de
observar. Las ondas capilares mas largas, con A =1.6 cm se amortiguan en unos 3 s.

La relacion de dispersion y la dispersion de trenes de ondas

En todas las clases de ondas de superficie que hemos considerado encontramos que la frecuencia
de oscilacion depende de la longitud de onda. Esta es una propiedad general de los fendémenos
ondulatorios, que se expresa matematicamente por medio de la relacion

o = Q(K) (9.54)

donde la forma de la funcion € depende de las caracteristicas del fendmeno ondulatorio de que
se trate’. Una relacién del tipo (9.54) se denomina relacion de dispersién, y es de fundamental

? La forma en que hemos escrito la (9.28) no es la mas general posible ya que estd limitada a propagacion de ondas
de pequena amplitud y en una sola dimension. Mas en general, w es funcion del vector numero de onda k y también
de la amplitud a de la perturbacion y de otras propiedades de la misma como su polarizacion. Hay que tener
presente, también, que en la relacion de dispersion intervienen los pardmetros del medio en que se propaga la onda

(que no figuran explicitamente en la (9.28)), que determinan la respuesta del mismo a la perturbacion del equilibrio,.
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del fenémeno ondulatorio de que se trate, y analizar el comportamiento de trenes de ondas. Esto
es lo que vamos a hacer ahora, comenzando por refinar las nociones de velocidad de fase y velo-
cidad de grupo.

Para entender mejor estos conceptos es esencial tener presente que las soluciones elementales
del tipo (9.17) o (9.28) que hemos considerado hasta ahora en este Capitulo, no representan las
perturbaciones reales que se observan en la naturaleza y en los experimentos’. Son, ni mas ni
menos, un artificio matemdtico cuya utilidad consiste en que permiten describir las perturbacio-
nes reales, gracias la técnica de la integral de Fourier. Las perturbaciones reales (como las que
observamos cuando arrojamos una piedra en un estanque) son siempre frenes de ondas de exten-
sion espacial y temporal finita. Sin embargo, vamos a ver que a partir de las propiedades de pro-
pagacion de las soluciones elementales, que estan contenidas en la relacion de dispersion, se
puede describir el comportamiento de los trenes de onda.

El resultado fundamental que vamos a mostrar es el siguiente:

Después de transcurrido un intervalo de tiempo apreciable desde cuando ocurri6 la pertur-
bacion que produjo un tren de ondas, y lejos del lugar donde se origind, el tren se puede
describir mediante una expresion de la forma

E(xt)=a(xt)coskxt X -w X t}] (9.55)

donde las funciones k(X,t) y w(X,t) estan relacionadas entre si por medio de la formula

w(xt) = QIK(x,1)] (9.56)

en la cual Q2 es la misma funcion que en la (9.54).

La (9.55) describe una perturbacion oscilante, que consiste de una sucesion de crestas y valles,
cuya amplitud esta modulada por el factor a(x,t), que determina la region espacial y temporal
donde esta localizado el tren de ondas. En esa region, la longitud de onda (entendida como la
distancia entre una cresta y la siguiente, o entre un valle y el siguiente para ¢ fijo) estd dada por

A(x,t) = 27 1K(x,1) (9.57)

y es diferente, en un instante dado ¢, en distintas posiciones x, y también, en una posicion fija x,
varia con ¢ (ver las Figs. 9.5 y 9.6). Del mismo modo el periodo de la oscilacion (entendido
como el lapso entre un maximo del desplazamiento y el siguiente, en una posicion fija x) esta
dado por

T(x,t) = 27/ w(x1) (9.58)

y es diferente, en un instante dado ¢, en otras posiciones x y también, en la misma posicién x, va-
ria con t.

La expresion (9.55) es formalmente andloga a la solucion elemental (9.28), pero con la diferen-
cia fundamental que en la (9.55) a, k' y @ no son constantes como en la (9.28), sino que son fun-
ciones de la posicion y del tiempo que juegan el mismo rol que la amplitud, el nimero de onda y

4 . . , . . .
Estas soluciones elementales poseen varias caracteristicas no fisicas: existen para todo ¢ y todo x entre —o y +oo, y

su energia es infinita. Es evidente por lo tanto que no representan perturbaciones reales.
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la frecuencia angular de la solucion elemental (9.28). Por lo tanto, la (9.55) representa un tren de
ondas de extension finita y no uniforme. Es también importante subrayar que (de acuerdo con la
(9.56)) entre w(X,t) y K(x,t) vale la misma relacion funcional (9.54) que se tiene para las solu-
ciones elementales. Es decir, la relacion de dispersion (9.54) vale localmente en el tren de ondas.
Las (9.55) y (9.56) son los resultados fundamentales que nos interesa establecer y contienen la
esencia del fenomeno de la dispersion. Aqui no vamos a entrar en detalles (que corresponden a
un Curso sobre Ondas), pero vamos a presentar las ideas principales, sin mayor pretension de
rigor. Nuestro tratamiento es general (aunque limitado a propagacion en una sola dimension), de
modo que los resultados se puedan aplicar no sélo a las ondas de superficie en liquidos, sino
también a otras clases de ondas.

Para ello conviene utilizar notacion compleja y escribir las soluciones elementales del tipo (9.28)
en la forma

E(x,t) = Agxxiet (9.59)

donde se sobreentiende que para obtener las magnitudes fisicas se debe tomar siempre la parte
real de la correspondiente expresion matematica. En la (9.57) A es una amplitud compleja cuyo
modulo es la amplitud a de la onda elemental (9.28) y cuya fase o = Arg(a)es una constante que
se suma al argumento del coseno que figura en la (9.28).

La fase de la onda elemental se define como 6 =x,X-wt + a, y determina la posicion en un
ciclo desde una cresta, donde Re(§ ) es maximo, hasta un valle, donde Re( ) es minimo, etc..

Solucién del problema de valores iniciales

Si la (9.59) es una solucion elemental, entonces debido a la linearidad del problema, una super-
posicion del tipo

E(x,t) = }OF(KX)eiKXX_iwtdKX (9.60)

donde F(x) es una funcion arbitraria (con la limitacion que la integral exista), es también una
solucion. La funcion F(k,) se puede elegir de modo de satisfacer las condiciones iniciales y de
contorno del problema que nos interesa, siempre y cuando los datos sean suficientemente razo-
nables como para permitir transformadas de Fourier.

Vamos a considerar problemas en que hay dos modos de la forma w = +Q(k) y w = -Q(x) con
K = |KX| como ocurre con las relaciones de dispersion que se han visto hasta ahora. Entonces,
para determinar la solucién es necesario dar en t = 0 dos’ condiciones iniciales, por ejemplo

43

5(x0)=& | (5)t=o=§6 (9.61)

y la solucion tiene la forma

> Si hubiera un solo modo, bastarfa con una unica condicién inicial para determinar la solucion. Si hubiera » modos,

harian falta n condiciones.
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E(x, ) = [F, (k)@ e, + [F (i, )gFxx 120N g, (9.62)

—00 —00

donde el primer término del miembro derecho representa una superposicion de ondas del modo
+, y el segundo término es una superposicion de ondas del modo —. Para determinar las funcio-
nes F, F_ aplicamos las condiciones (9.61):

& = [IF. () + F ()] dk,

% (9.63)
8o = -1 [QUIF, (1) — F_(ic,)]€™x dx,,
Ahora invertimos las (9.63) para obtener
— 1 - —iK X
F+(Kx)+F—(Kx)=‘:’O(Kx)=2_f&Oe x*dx
T
e (9.64)

. —, 1 *® o
-iQ(K)[F, (k) - F_(k,)] = E)(ky) = — f§oe KX g
21 A
y resolviendo este sistema de ecuaciones resulta

Q(x)

R = 5 | Sot + o o

,F_<z<x)=§[so(r<x)—m] (9.65)

Puesto que & y &) son reales tendremos que ZEg(-k,) = Zq(ic,) v Eb(=ky) = E§ (icy) (con *
indicamos el conjugado complejo). Por lo tanto si (k) es una funcion impar de k, resulta

F+(_Kx) = I:+* (Kx) , F (_Kx) = Fj (Kx) (9-66)

y si Q(k) es una funcion par de K, tenemos

F+(_Kx) = F—* (Kx) , F (_Kx) = F: (Kx) (9-67)

de modo que en ambos casos la solucion (9.62) es real, como debe ser pues condiciones iniciales
reales deben conducir a soluciones reales puesto que las ecuaciones son reales.

Comportamiento asintotico

Como acabamos de ver, las integrales de Fourier permiten obtener soluciones exactas del pro-
blema de valores iniciales (9.61), pero su significado no es facil de interpretar. Las principales
caracteristicas de las ondas dispersivas se aprecian mejor si se considera el comportamiento
asintotico de la superposicion (9.62) para x, ¢ grandes.

Consideremos primero el comportamiento asintdtico de la integral tipica

E(x,t) = TF(KX)eiKXX_iQ(K)tdKX (9.68)

—00
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para x y ¢ grandes. El limite interesante es t — o manteniendo X/t = Vv = cte, pues una particu-
lar eleccion de la constante nos permite examinar las ondas que se propagan con la velocidad v.
Con este propdsito escribiremos la (9.68) en la forma

E(x,t) = ?F(Kx)e_i“tdlcx (9.69)

—o0
con

(K, ) = QK) —KX% (9.70)

Es importante tener presente que V= X/t se debe considerar un parametro fijo, de modo que v
depende s6lo de k.. Podemos estudiar entonces la integral (9.69) con el método de la fase esta-
cionaria®. La idea basica es que cuando ¢ es grande, la principal contribucion a la integral pro-
viene del entorno de los puntos k, = K para los cuales la fase v del integrando permanece esta-
cionaria al variar k.. En efecto, lejos de esos puntos, las contribuciones oscilan rapidamente al
variar K, y su contribucion neta es despreciable. La condicion de fase estacionaria es:

v'(K) = % - Q'(k) - % -0 (9.71)

X ey =k

y dado el valor de v = X/t determina el correspondiente k.

Por consiguiente vamos a desarrollar en serie de Taylor F(x,) y v(ky) en el entorno del punto
K = k determinado por la (9.71). La contribuciéon dominante proviene de los primeros términos
de los desarrollos, de modo que (siempre y cuando v”(K) = 0) escribiremos en forma aproxi-

mada
F(ky) = F(k) ©.72)
(i) = v(K) + 5 (kK — K)?v" (K) '
y por lo tanto obtenemos
(1) = F(k)e v fe“%("f")zv”(")tdxx 9.73)

—00

La integral que queda en la (9.73) se puede calcular girando por un angulo de (7r/4)Signv"(K)]
el camino de integracion en el plano complejo k;, con lo cual se reduce a la integral real de error:

fe—i%(Kx—k)Zv”(k)tde _ o7 Signv (K] fe‘%zzlvn(k)“dz _ o 1% Sigrlv” ()] “211 (9.74)
J Vv (k) It

—00

% El presente es precisamente el problema que motivo a Kelvin para desarrollar ese método. También se puede
emplear el método de los descensos rapidos, que tiene la ventaja que permite apreciar mejor la bondad de las

aproximaciones.
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Resulta entonces, introduciendo (9.74) en (9.73):

E(x,t) = F(K) —I T eVt Siortu (k) (9.75)

Si la relacion de dispersion tiene mas de una rama, puede haber mas de un punto estacionario’
Ky = k que satisface la (9.71). En tal caso cada uno de ellos dara lugar a una contribucion del
tipo (9.75) y por lo tanto tendremos que

[ 2 ikx-iQ(k)t-i 2 Sign " (ky)]
E(x,t) = %F(kn) |Q”(kn)|t e (9.76)

donde el subindice # identifica la rama.

Cuando cada rama tiene dos modos w = +Q(x) y @ = -Q(k) la solucion del problema de valo-
res iniciales tiene la forma (9.62). Consideraremos ahora el comportamiento asintético de la
(9.62) para x> 0. Vamos a suponer, ademas, que para cada rama C = Q'(x) es mondtona y po-
sitiva® para k, > 0.

Si Q(k) es una funcioén impar de k;, su derivada Q'(kx) es par y la condicion (9.71) tiene dos
raices =k, para cada rama. Las dos contribuciones, que provienen de la primera de las integrales
en la (9.62), se pueden combinar pues por la (9.66) se cumple F, (-K) = F: (k). Resulta:

L t—oo %>o (9.77)

E(x,t) =2 RP{E F&,) eiknx—iQ(kn)t—iZSigr{Q”(kn)]}

I Q" (kn) |t
donde Re indica la parte real y las k,(X,t) son la raices positivas de la (9.71), definidas por

K (xt) Q’(kn)=% k>0 %>o (9.78)

Si en cambio Q(x) es una funcidn par de k;, su derivada Q'(k) es impar y la condicion (9.71)
tiene para X > 0 una sola raiz k, para cada rama, que es positiva. Por lo tanto hay una sola con-
tribucion de la primera de las integrales en la (9.62). Pero en la segunda integral de la (9.62), los
puntos de fase estacionaria satisfacen

Q'(k) = _% (9.79)

y entonces —k, es solucion de la (9.79) para X > 0. Por lo tanto, si k, esta definido por la (9.78),
hay un punto estacionario x, =K, en la primera integral de la (9.62) y un punto estacionario
K, = —K, en la segunda. Estas contribuciones se pueden nuevamente combinar puesto que por la
(9.67) se cumple F_(-k) = F: (k), y entonces también en este caso se obtiene la formula (9.77).

7 Este es el caso de las ondas capilares de gravedad, donde en general hay dos puntos estacionarios: uno
correspondiente a la rama de gravedad y el otro a la rama capilar.

¥ Este es el caso més frecuente, aunque existen casos de propagacion en dos o tres dimensiones en que se presenta
dispersion negativa, en los cuales el signo de alguna componente de la velocidad de grupo es opuesto al de la

correspondiente componente de k.
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Antes de interpretar nuestros resultados conviene examinar brevemente la exactitud de la apro-
ximacion (9.77). Para estimarla es preciso calcular los términos siguientes de las series de Taylor
para F(x,) y v(ky). Para eso hay que continuar hasta el orden 2 en (k, — K) para F(k,) y hasta
el orden 4 para v(x,), debido a que la contribucion a § de los términos de orden impar resulta
idénticamente nula. No vamos a dar los detalles del calculo pues es un tanto engorroso, pero
vamos a dar el resultado. Cuando se tienen en cuenta esas correcciones, cada sumando de la
(9.77) queda multiplicado por un factor de la forma

1+

i " F Q" +£Qm2 lgiv It
2F 2F Q" 24 Q"2 8Q" t

L 9.80
Q" * (9.80)

calculado en el correspondiente k,. En general, la serie continta con sucesivas potencias inversas
de ¢ con coeficientes que son funciones de &,.

Ahora podemos precisar el significado de “¢ grande”. El factor de 7' en la (9.80) es un tiempo
caracteristico t* determinado por las escalas de tiempo que provienen de la relacion de disper-
sion (los cocientes de las derivadas de €2) y las escalas de tiempo que provienen de la condicion
inicial (los cocientes de las derivadas de F). La condicién es que t >>t", de modo que el término
correctivo de la (9.80) sea pequefio respecto de la unidad. En la practica esto implica que el tren
de ondas tiene que haber recorrido una distancia grande en comparacion con las longitudes de
onda de las ondas que lo componen y con la extension espacial de la perturbacion inicial’.

La velocidad de grupo y la propagacion del numero de onda

Vamos ahora a interpretar el significado de la expresion asintética (9.77)-(9.78). Para mayor cla-
ridad, consideraremos la contribucion al tren de ondas de una sola rama de la relacion de disper-
sion. Por lo tanto omitiremos la suma de la (9.77) y el subindice 7.

En cada punto (x, ), la (9.78) determina un “niimero de onda” K(Xx,t) y la relacion de dispersion
w = Q(Kk) determina una “frecuencia” w(X,t). Podemos entonces definir una “fase”

O(x,t) = kx — QK)t = xK(x,t) =t (x,t) (9.81)

y escribir la (9.77) en la forma

£ = Re{A(x,t)e?xt} (9.82)
donde la amplitud compleja A(X,t) estd dada por

27 ~iZSig Q"(K)]
A(X 1) = 2F (K) |—=° g7'% 9.83
(x,t) = 2R (k) RO (9.83)

Como habiamos anticipado, la expresion (9.82) tiene la forma (9.55), y se asemeja a una solu-
cion elemental como la (9.28), pero A, k y @ no son constantes. Sin embargo, del mismo modo
que la (9.28), la (9.82) también representa un tren de ondas oscilantes, con una fase 6 que des-
cribe las variaciones entre los maximos y los minimos locales.

’ En el caso del tren de ondas producido por una piedra que cae en el agua, el tren debe haber recorrido una

distancia grande en comparacion con la dimensién lineal de la piedra.
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Resulta natural generalizar los conceptos de numero de onda y de frecuencia para este caso no
uniforme, definiéndolos como 90/dx y —d6/ ét, respectivamente'’. Esto es posible porque en el
presente caso, a partir de la definicion (9.81) tenemos que

90 ok

T ok+[x- QK= = k(X 1)

Zg 2 . (9.84)
— =L+ [x= 215 = - AR = (%9

pues la condicion de fase estacionaria X/t = Q'(K) elimina los términos con dk/dx y dk/dt en
las (9.84). Por lo tanto la magnitud 4, que introdujimos como el valor particular del nimero de
onda para el cual la fase es estacionaria en la integrales de Fourier que representan la solucion,
coincide con nuestra definicion del numero de onda local en el tren de ondas no uniforme que
describe el comportamiento asintotico de la solucion. Lo mismo ocurre para la correspondiente
frecuencia. Ademas, el numero de onda local y la frecuencia local del tren de ondas no uni-
forme satisfacen la misma relacion de dispersion que relaciona la frecuencia y el numero de
onda de las soluciones elementales (9.28) 0 (9.59).

Debe quedar claro al lector que estas generalizaciones del nimero de onda y la frecuencia loca-
les son ttiles porque la no uniformidad del tren no es demasiado grande. Es cierto que podemos
siempre seguir el procedimiento anterior e introducir una funcion de fase 0y definir 6, como el
numero de onda (local), pero si la variacion de 6, en una tnica oscilacion fuese muy grande se
perderia nuestra interpretacion intuitiva. Pero en el presente caso K(X,t) es, en efecto, una fun-
cion que varia lentamente. Esto se ve de la (9.78), pues de Q'[K(x,t)] = X/t y derivando respecto
de x obtenemos "[k(x, t)]k, =1/t, luego

ke 11 19 0.65)
k ktQ" xkQ"
Analogamente, derivando respecto del tiempo se obtiene
k_11 (9.86)
k tkQ"

En consecuencia, puesto que tanto x como ¢ son grandes, las variaciones relativas de &k con la po-
sicion y el tiempo resultan pequenas. Por lo tanto & es una funcion lentamente variable de la po-
sicion y del tiempo, y lo mismo es cierto para w. Ademas, a partir de la (9.83) se puede ver que
también A(X,t) es una funcidon que varia lentamente con x y 7.

Volvamos ahora a la (9.78), a partir de la cual se obtienen k£ y w como funciones de (x, #), y a la
(9.83) que determina A. Para interpretar el significado de la (9.78) nos podemos plantear la pre-
gunta: ;en qué lugar del espacio vamos a encontrar un cierto valor de &, digamos K = ky? La res-
puesta es, claramente: en el punto determinado por la ecuacion

X = Q'(ko)t (9.87)

19" Serfa ciertamente engorroso (y no bien definido) contar el nimero de méaximos por unidad de longitud, mientras
que la derivada parcial 0, es inmediata y corresponde a la idea intuitiva de numero de onda local. Lo mismo es

cierto para la frecuencia local.
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Es decir, un observador que se mueve con la velocidad €'(ky) ve siempre ondas con el nimero
de onda kj y frecuencia wg = Q(Kg). La velocidad

C(x,t) = 2'(K) = ‘3—‘;’ (9.88)

es la velocidad de grupo, que es la velocidad importante para un “grupo” de ondas con una cierta
distribucion del nimero de onda. Nuestra interpretacion de la (9.78) muestra que:

Los diferentes nimeros de onda se propagan con la velocidad de grupo. Cualquier parti-
cular nimero de onda Kk se encuentra en el instante ¢ en la posicion X = Q'(Kg)t.

Por otra parte, cualquier valor particular 6 de la fase se propaga de acuerdo con la ecuacion

0(x,t) = xk(x,t)-tw(x,t) =6, (9.89)

Entonces la ecuacidon de movimiento de la fase es

%ex +6,=0 (9.90)

es decir

&0 _oxh _ (9.91)
X

Por lo tanto, la velocidad de fase sigue siendo igual al cociente w/k igual que en el caso de las
ondas elementales, aunque ahora se trata de la frecuencia y nimero de onda /ocales. La veloci-
dad de fase es diferente de la velocidad de grupo. De resultas de ello un observador que se
mueve siguiendo una particular cresta, se desplaza con la velocidad de fase local correspon-
diente a dicha cresta, por lo tanto ese observador notard que a medida que se desplaza varian el
numero de onda local y la frecuencia local: su cresta se ira distanciando de la que la precede (si
la dispersion es normal), o acercando (si la dispersion es anomala). Por otra parte, un observador
que se mueve con la velocidad de grupo (local) ve siempre el mismo nimero de onda local y la
misma frecuencia local, pero las crestas se le iran adelantando (si la dispersion es normal), o se
iran quedando atras (si la dispersion es anomala). Veamos esto con un par de ejemplos.

Dispersion de las ondas de gravedad puras en aguas profundas
Como ya sabemos, la relacion de dispersion es € = (gk)¥ 2, luego la (9.78) nos da

g X gt?
QK=-=9_% k=9 9.92
(K) ﬁ . osea " (9.92)

y entonces

t
w =g =% (9.93)

de donde resulta
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gt?
0 =kx—wt=->"— (9.94)
4x

Por lo tanto, la trayectoria que sigue un determinado nimero de onda k, que como sabemos se
desplaza con la velocidad de grupo es, de acuerdo con la segunda de las (9.92):

X = \/%t (9.95)

y la trayectoria que sigue un determinado valor 6 de la fase, que se desplaza con la velocidad de
fase es, de acuerdo con la (9.94):

t2
X = g

(9.96)

- 4(-0)

;/ x(cm)
|

100 200 300 400 500 600

Fig. 9.5. Dispersion de un tren de ondas de gravedad puras en el agua. La perturbacion se
origin6 en t = 0 en una pequefia region cerca de X = 0. La figura representa el aspecto del
tren de ondas (calculado mediante las (9.92)-(9.96)) en cuatro instantes sucesivos. El tren
es una superposicion de ondas elementales con longitudes de onda entre 5 y 25 cm, y he-
mos supuesto que todas tienen la misma amplitud. Las lineas rectas grises representan las
lineas de grupo, y en cada instante indican la posicion donde se encuentra una dada longi-
tud de onda; su pendiente es la correspondiente velocidad de grupo. Las lineas de trazo re-
presentan las lineas de fase constante, y muestran las trayectorias de las crestas y los valles
del tren. Hemos dibujado una linea de fase cada 5 crestas. Las crestas y valles se adelantan
al grupo porque la velocidad de fase es el doble de la velocidad de grupo.
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9. Ondas superficiales de gravedad

En la Fig. 9.5 hemos representado las lineas horarias dadas por la (9.95) y (9.96) para mostrar

como se produce la dispersion de un grupo de ondas.
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Fig. 9.6. Dispersion de un tren de ondas capilares puras en el agua. La perturbacion se ori-
gind en t=0 en el entorno de X =0. La figura representa el aspecto del tren de ondas
(calculado mediante las (9.97)-(9.101)) en cuatro instantes sucesivos. Notar que las escalas
son diferentes de las de la Fig. 9.5. El tren es una superposicion de todas las longitudes de
onda entre 0.4 y 1.6 cm, con igual amplitud. Las rectas grises representan las lineas de
grupo y las lineas de trazo representan las lineas de fase constante. Hemos dibujado una li-
nea de fase cada 5 crestas. Se puede apreciar que las crestas y valles se retrasan respecto
del grupo, porque la velocidad de fase es menor que la velocidad de grupo. En las zonas
con fondo gris las ondas estan amortiguadas por efecto de la viscosidad. Se observa que a
partir de 0.3 s las ondas cortas, que van a la cabeza del grupo, estan fuertemente amorti-

guadas, motivo por el cual en la practica no se observan.

Dispersion de las ondas capilares puras en aguas profundas
Ahora la relacion de dispersion es Q = (yk3/ )Y 2, luego la (9.78) nos da

2
Q’(k)=§ K _x 0 sea k=4’ox2
p t m

y entonces
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9. Ondas superficiales de gravedad

de donde resulta

4px3
2712

0 = kx— ot = (9.99)

Por lo tanto, la trayectoria que sigue un determinado nimero de onda k, que como sabemos se
desplaza con la velocidad de grupo es, de acuerdo con la segunda de las (9.97):

_3 K
"2 t (9.100)

y la trayectoria que sigue un determinado valor 6 de la fase, que se desplaza con la velocidad de
fase es, de acuerdo con la (9.99):

1/3

X = 3(ﬁ) t2/3 (9.101)
4p

En la Fig. 9.6 se han representado las lineas horarias dadas por la (9.100) y (9.101) para mostrar
como se produce la dispersion de un grupo de ondas.

La velocidad de grupo y la propagacion de la amplitud

Un segundo papel importante de la velocidad de grupo se pone en evidencia si estudiamos la
amplitud A(X,t) del tren de ondas. La forma de la (9.83) sugiere que la magnitud interesante es
el cuadrado del modulo de A, que se relaciona con la energia de las ondas.

Consideremos entonces la integral de | A P entre dos puntos X, > X; >> 0. Sera

X2
X2

Q= [AN =87rJ
X1

X1

FOLACI

YOOI (9.102)

El lector debe notar que en esta integral & estd dado por la (9.78) y por lo tanto es una funciéon de
x. Puesto que £, y no x, es quien aparece como argumento de las funciones del integrando, es 16-
gico cambiar la variable de integracion, poniendo

x=Q'(k)t , dx=Q"(k)tdk (9.103)
Por lo tanto, si €"(k) > O resulta’

ko
Q=8 [F(K)F (k)dk (9.104)
ky

donde k; y k> se obtienen invirtiendo las ecuaciones

X = k)t . Xp= Q' (Kt (9.105)

""" En el caso opuesto se obtiene el mismo resultado, pero con los limites de integracion invertidos.

179



9. Ondas superficiales de gravedad

Ahora bien, si mantenemos k; y k, fijos y variamos ¢, Q(t) permanece constante. De acuerdo
con las (9.105) en este caso los puntos x; y x, se mueven con la velocidad de grupo describiendo
lo que podemos llamar /ineas de grupo. Por lo tanto hemos demostrado que la cantidad de | A P
contenida entre cualquier par de lineas de grupo permanece constante. En este sentido, podemos
decir que | AP se propaga con la velocidad de grupo. Puesto que las lineas de grupo divergen
con una separacion proporcional a ¢, es natural que | A | disminuya con 2,

En el caso especial de un paquete de ondas para el cual la perturbacion inicial estd localizada en
el espacio, y que contiene amplitud apreciable solamente para nimeros de onda en el entorno de
un cierto valor particular k™ (paquete cuasi monocromatico), el tren de ondas esta limitado en el
espacio a la vecindad de la particular linea de grupo K, y el paquete se mueve como un todo con
la particular velocidad de grupo '(k"). Las discusiones de la velocidad de grupo que se en-
cuentran en los textos elementales se suelen limitar a este caso. Sin embargo, el lector notard que
nuestros argumentos son mas generales, y permiten tratar distribuciones espectrales generales
sin limitaciones sobre el rango de numeros de onda, lo que permite poner en evidencia plena-
mente los efectos de la dispersion.

Los argumentos que hemos desarrollado en este Capitulo se pueden extender facilmente al caso
de propagacion en mas de una dimension. Pero, lo que es mas importante, se pueden también
extender al caso de propagacion en medios no uniformes (por ejemplo ondas de gravedad en
aguas de profundidad variable) y no iso6tropos. Con oportunos replanteos, se pueden generalizar
al caso de propagacion no lineal de ondas, situacion en la que no se puede emplear el andlisis de
Fourier. El lector interesado puede encontrar una excelente presentacion de estos topicos en el
libro Linear and Nonlinear Waves de G. B. Whitham, que hemos citado en el Prologo de estas
notas.

Los resultados que hemos obtenido nos permiten interpretar los curiosos patrones de ondas que
un observador perspicaz habra seguramente notado alguna vez al contemplar la superficie de un
espejo de agua, y que son consecuencia de la dispersion. Es interesante comentar algunos de
ellos, cosa que haremos en las proximas Secciones.

Patrones de ondas de superficie producidos por una fuente puntiforme instanta-
nea

Este es el caso de las ondas producidas cuando se arroja una piedra en un estanque, o cuando las
gotas de Iluvia caen sobre un espejo de aguas tranquilas'?. Se trata en ambos casos de problemas
de propagacion en una dimension (la dimension radial), pero a diferencia de los casos que hemos
tratado hasta ahora tienen simetria axial en lugar de cartesiana.

Cerca del comienzo del fenomeno la perturbacién es muy complicada, pero al cabo de cierto
tiempo, cuando la perturbacion se ha propagado hasta distancias grandes en comparacion con el
tamafio de la porcion de superficie afectada inicialmente y las ondas se han dispersado significa-

12 . L, . . .
Estos son los ejemplos clasicos que se citan en los textos elementales cuando se introduce el concepto de onda.

Sin embargo los autores se guardan muy bien de explicar a sus lectores esos fenomenos tan familiares. Como
estamos viendo ahora, la explicacion dista de ser sencilla y esta llena de sutilezas. Por eso los mencionan, pero
después se olvidan de ellos, lo cual deja en el estudiante una justificada sensacion de frustracion. A juicio de quien
escribe estas notas, seria deseable evitar aquellos ejemplos, si es que no se tiene la intenciéon de presentar la

correspondiente explicacion, ni siquiera en la forma mas elemental.
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tivamente, se alcanza el régimen asintotico que hemos estudiado antes y se observa un tren de
ondas no uniforme. Consideraremos solo el caso de propagacion en aguas profundas’.

Puesto que tenemos que considerar las ondas de gravedad capilares, la relacion de dispersion
apropiada es la (9.33):

w = i\gk+ 73 = = Jgky1+ (k/kg)? (9.106)

donde (ec. (9.35)) ko = /pg/y =27/ Ay = 3.65 cm™' paraaguaa 15 °C.
A partir de (9.106) obtenemos las velocidades de fase y de grupo que hemos representado en la
Fig. 9.3:

_ 19 2 _1 1+3k/kg)?
c-\/;\,1+(k/k0) , C_201+(k/k0)2 (9.107)

En cualquier instante ¢, un particular valor de £ se encuentra en una circunferencia de radio
r = C(k)t y con centro en el punto donde se origin6 la perturbacion en t = 0. Por lo tanto K(r,t)
es la solucion de

C(k) = % (9.108)

Si observamos la Fig. 9.3 vemos que la velocidad de grupo tiene un valor minimo Cy que ocurre
para A = Aoy = 27/ Kyq; para agua a 15 °C, Agg = 4.375cmy Co =17.8cm/s.

Por consiguiente, si I/t > Cy, hay dos raices reales ky y k; de la (9.108), una de las cuales esta
sobre la rama de gravedad y la otra sobre la rama capilar. Si en cambio r/t < Cy la (9.108) no
tiene ninguna raiz real. Por lo tanto, dentro del circulo de radio r = Gyt la superficie del agua
esta en reposo, mientras que fuera de ese circulo hay una superposicion de dos perturbaciones,
cada una de las cuales es un tren de ondas de la forma (9.55) (o, lo que es lo mismo, (9.82)). La
forma exacta de la fase de cada uno de esos trenes no se puede dar mediante férmulas sencillas
por las razones que vamos a comentar ahora.

En primer lugar, la condicion (9.108) lleva a un polinomio de grado 4 en 4, y no hay expresiones
simples de las raices k, y k,. Por lo tanto no podemos obtener expresiones analiticas como las
que obtuvimos antes para las ondas de gravedad puras y las ondas capilares puras. Sin embargo,
se pueden aplicar las formulas aproximadas (9.92)-(9.96) y (9.97)-(9.101) para la rama de gra-
vedad y la rama capilar, respectivamente, siempre y cuando no estemos demasiado cerca del cir-
culo r = Cyt. Por consiguiente las Figs. 9.5 y 9.6 dan una buena idea de la ubicacion de las
crestas y valles de esos trenes de onda, excepto cerca de = Cyt donde las formulas aproxima-
das no son validas. Se debe tener presente, ademas, que al expandirse las ondas en circulos de
radios crecientes, sufren una atenuaciéon geométrica proporcional a 7% (debido a que el flujo de
energia de las mismas se distribuye sobre el perimetro 2ar del frente de onda), ademas de la

12

atenuacion proveniente de la dispersion (que ya discutimos antes y trae el factor £ '~ a la

amplitud en la (9.83)).

1 Esta aproximacion es valida si el tamafio de la piedra, o de la gota de lluvia, es pequefio en comparacion con la

profundidad del espejo de agua.
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En segundo lugar, el lector debe notar que la distribucion de energia en el espectro de nimeros
de onda (esto es, la funcién F(K) en la (9.83)) estd determinada por la perturbacion inicial. Las
ondas cuya longitud de onda es del mismo orden de magnitud que las dimensiones lineales del
objeto que provocé la perturbacion son las que tienen la mayor amplitud, y por consiguiente son
las mas vistosas en el patrén de ondas. Mas especificamente, si el objeto tiene una dimension
lineal /, la longitud de onda dominante es A =1/2 y las circunferencias correspondientes a las
crestas y valles principales estan ubicadas alrededor de r = C(xr/1)t. Por este motivo el patron
de ondas producido por las gotas de lluvia (cuyo tamafio es del orden del mm) estd dominado
por las ondas capilares, y por lo tanto tiene un comportamiento semejante al que se muestra en la
Fig. 9.6, mientras que el que se obtiene por la caida de una piedra de regular tamafio estd domi-
nado por las ondas de gravedad y tiene un aspecto parecido al que se ve en la Fig. 9.5.

Por ultimo debemos recordar que las ondas capilares de longitud de onda muy corta se atentan
muy rapidamente por efecto de la viscosidad. Por lo tanto estas ondas s6lo se pueden observar en
el patron producido por la caida de un objeto muy pequeiio, pues de otra forma ya habran desa-
parecido para cuando se alcance el régimen asintotico.

Patrones de ondas en corrientes estacionarias

La dispersion de las ondas de superficie da lugar a complicados e interesantes patrones de ondas
que todos hemos tenido ocasion de observar en rios y arroyos cuando algun obstaculo se inter-
pone al paso de la corriente (ramas de arboles caidos, la tanza de una linea de pescar, piedras en
el fondo de un arroyo de escasa profundidad, etc.). Patrones analogos ocurren cuando un objeto
se desplaza en la superficie de un espejo de agua tranquila como un lago o un estanque, y se
pueden estudiar del mismo modo pues desde el referencial del objeto todo ocurre como si éste
estuviera inmévil en una corriente de agua. Particularmente vistosas son las estelas que dejan
tras de si las embarcaciones ya que, debido a que las ondas de gravedad tienen un amortigua-
miento muy pequeiio, se extienden a distancias muy grandes, y cuando el espejo de agua esta en
calma se pueden ver perfectamente ain muy lejos de la embarcacion.

En todos estos casos (a diferencia del problema de la caida de una piedra o de una gota de lluvia)
el obstaculo (o el objeto en movimiento) emite continuamente ondas de todas las longitudes de
ondas. Si nos situamos en el referencial del objeto, a una distancia determinada del mismo el
patrén de ondas que se puede observar consiste inicamente de aquellas ondas cuya fase es inde-
pendiente del tiempo, ya que las demas ondas no cumplen la condicion de fase estacionaria y por
lo tanto sus contribuciones oscilan rapidamente y dan un resultado neto despreciable. Por este
motivo los patrones estan formados por ondas estacionarias, cuya frecuencia en el referencial
del objeto es nula.

Patrones unidimensionales

Para empezar vamos a considerar el patrén de ondas producidas por un obstaculo en una co-
rriente estacionaria con velocidad # en la direccién x. Vamos a suponer que la extension del
obstaculo es muy grande en la direccion y, transversal a la corriente. Por lo tanto el patrén es
unidimensional, al menos mientras consideremos lo que pasa a distancias pequefias en relacion
con la dimensidn transversal del obstaculo. Desde el referencial de la corriente, estas ondas se
ven como las ondas producidas por un obstaculo moévil con velocidad —« en la misma direccion.
Claramente, las unicas ondas que pueden ir a la misma velocidad que el obstaculo y entonces
aparecer como estacionarias en el referencial del obstaculo, deben satisfacer
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9. Ondas superficiales de gravedad
us (k) = -u (9.109)

La velocidad de fase de las ondas de gravedad capilares tiene un minimo ¢y (ec. (9.41)), luego si

1/4

lul<cy = (4—7@) =23.2cm/s para agua a 15 [C (9.110)
p

la ecuacion (9.109) no tiene soluciones, y por lo tanto no hay ondas estacionarias. En este caso
hay solamente perturbaciones localizadas cerca del obstaculo, que no contribuyen al patron de
onda asintotico. En cambio, si

[ul>co (9.111)
hay dos longitudes de onda (o numeros de onda) que satisfacen la (9.109): una de ellas, A, per-

teneciente a la rama de gravedad (Ag > Aqg) y la otra, A, perteneciente a la rama capilar
(A < Agg, ver la Fig. 9.3).

ondas capilares ondas de gravedad

u

Fig. 9.7. Patréon de ondas unidimensional producido por un obstaculo cuya extension en
sentido transversal a la corriente es grande. El esquema es cualitativo y muestra que las
ondas de la rama capilar se observan corriente arriba del obstaculo, mientras que las de la
rama de gravedad se localizan corriente abajo.

Ahora bien,

Clhg) <Clig) =t | Y Clig)>Cclhe)=Iup | (9.112)

y por lo tanto las ondas de gravedad de longitud A,, que tienen una velocidad de grupo menor
que |uo| aparecen detrds del obstaculo, mientras que las ondas capilares A., que tienen velocidad
de grupo mayor que |ug| estan delante del obstaculo (ver Fig. 9.7).

La estela de un barco

Si el obstaculo tiene una extension finita en la direccion y, se produce un patrén de ondas bidi-
mensional sobre la superficie del agua y el anélisis es mas complicado. Se pueden presentar va-
rios casos de interés, pero ahora estudiaremos sé6lo el problema del patréon de ondas producido
por un objeto que se mueve en aguas de profundidad h>> L (L es la longitud del objeto'*), con

%" Un barco que navega en el Rio de la Plata no cumple la tltima condicién, debido a la escasa profundidad del

estuario.
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una velocidad del orden de algunos m/s como ocurre tipicamente en el caso de embarcaciones.
En este caso la perturbacion producida por el movimiento de la embarcacidén esta contenida
dentro de una porcion de la superficie que se denomina estela, y consiste de ondas de gravedad"
en aguas muy profundas; por lo tanto corresponde usar la relacion de dispersion (9.18).

Antes de analizar el patron de ondas dentro de la estela, vamos a deducir un resultado notable
(obtenido por Lord Kelvin), de acuerdo al cual, independientemente de la velocidad del barco
(siempre que sea constante) y de la forma de su casco, la estela que deja tras de si abarca siem-
pre un sector angular de abertura a dada por

a=20 , O=arcsen] B)x 1950 (9.113)

Este resultado se basa sdlo en el hecho que en aguas profundas se cumple que C=c/2.
Para demostrar la (9.113) es suficiente considerar la sencilla construccién geométrica que se re-
presenta en la Fig. 9.8.

(b)

Fig. 9.8. Formacion de la estela de un barco. (a) Construccion geométrica para determinar

la posicion de las ondas estacionarias cuyo vector de onda forma un angulo 6 con respecto
de la direccion del movimiento del barco. (b) Envolvente de la perturbacion producida por
el barco cuando pasé por diferentes posiciones al desplazarse desde Q hasta P.

Supongamos que el barco, cuya velocidad es —u, se ha movido de Q a P en el intervalo de
tiempo ¢. Dentro del patréon de ondas hay, en principio, ondas con todos los valores posibles del
vector de onda k, con diferente mddulo y direccion. Consideremos las ondas cuyo vector de
onda forma un angulo 6 con la direccion de —u. Para que una determinada cresta de estas ondas
(la cual, claramente, es perpendicular a k) se mantenga en una posicion estacionaria relativa al
barco, se debe cumplir que

ucosd = c ) (9.114)

Esta condicion se ve mas facilmente desde el referencial del barco, en el cual la corriente con
velocidad u fluye a los costados de un barco quieto; la velocidad de la corriente tiene una com-
ponente —UCOS) en la direccion de &, y la cresta de la onda se mueve (respecto del fluido) en la
direccion de k con la velocidad de fase c(k). Por lo tanto la veremos en reposo desde el referen-
cial del barco si ¢(k) —ucosd = 0. Ahora bien, para todos los puntos S de la semicircunferencia
dibujada con linea de trazos en la Fig. 9.8a, se cumple que

' Las ondas capilares que tienen velocidad de fase de ese orden de magnitud se amortiguan muy rapidamente, de

modo que el patron de ondas capilares estacionarias es de todo punto de vista insignificante.
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PQcosd = SQ luego ut co® =c Kk (9.115)

Por lo tanto los frentes de onda paralelos a PS se veran en reposo desde el barco si tienen una
velocidad de fase que cumple la condicion c(k)t = QS. Por consiguiente, la condicion (9.114)
determina para cada 6 el correspondiente valor & de las ondas estacionarias que ve un observador
a bordo del barco.

Ahora bien, el lugar donde se veran esa ondas esta determinado por la correspondiente velocidad
grupo, que vale C(k) = c(k)/2. Por lo tanto el grupo de ondas que se produjeron cuando el barco
paso por Q habra recorrido la distancia Ct =ct/2, de modo que cuando el barco esta en P el
grupo se encuentra en 7, el punto medio de OS. Si consideramos ahora todas las posibles orien-
taciones de k (es decir, si variamos 0), esta claro que todas las ondas producidas en Q que pue-
den contribuir a un patrén estacionario se encuentran sobre una circunferencia de radio ut/4
con centro en el punto R, situado a una distancia PR = (3/4)ut de P.

Finalmente, si consideramos las ondas producidas por el barco cuando pasé por todas las posi-
ciones intermedias Q', Q”,Q" ... entre Q y P, y repetimos el razonamiento anterior para cada
una de ellas obtendremos como resultado el patron de circunferencias de la Fig. 9.8b. Por la
construccion de la Fig. 9.8a, cada una de esas circunferencias tiene un radio igual a un tercio de
la distancia de su centro a P. Por lo tanto las circunferencias llenan un sector angular cuya aber-
tura o esta dada precisamente por la (9.113).

Se puede observar que la construccion de la Fig. 9.8b es la misma que permite determinar la
abertura del cono de Mach en un flujo supersonico. De acuerdo con esta analogia, el angulo o
dado por la (9.113) corresponde a un flujo supersénico con nimero de Mach igual a 3.

Dentro del sector angular que hemos encontrado hay un complicado patrén de crestas y valles
(estacionario si se lo mira desde el barco) que todos nosotros habremos tenido ocasion de obser-
var alguna vez. Es interesante mostrar como se pueden calcular los detalles de ese patron. Para
esto (a diferencia de la deduccidn anterior) conviene emplear el referencial del barco, desde el
cual se observa un patron de ondas estacionario en una corriente cuya velocidad es U= -ue,. La
geometria del problema se indica en la Fig. 9.9. El patron de ondas que ve el observador tiene la
forma general

E(xyt) = A(x,y,t)cosp (x.y t )] (9.116)
donde la fase 6(X,y,t) es
0(x,y,t) = kX + kyy =Wt + 6 (9.117)
Enla (9.117)
W(ky, ky) = o (k. ky) =k (9.118)

es la frecuencia que se mide desde el referencial del observador, que es diferente a la frecuencia
w(Ky,ky) vista desde el referencial del agua debido al corrimiento Doppler (debe quedar claro
que en estas formulas k. y &y, y por lo tanto w, son funciones de x, y ,f). La funcion w(ky,ky) es,
naturalmente, la relacion de dispersion de las ondas de que se trate, en este caso, las ondas de
gravedad en aguas profundas (ec. (9.18)).
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Las componentes de la velocidad de grupo'® en el referencial del observador son

_ (ko))
Ik,

M(Ky k)

oK,

= \M<X (kx’ky) J Cy = = \/\‘(y (kx1ky) (9.119)

El lugar donde se encuentra un cierto estado de perturbacién (por ejemplo, una dada cresta, o
valle) esta determinada por la condicion

0 = kX + kyy - Wt + 6 = cte. (9.120)

Ahora bien, las ondas que el observador ve como estacionarias satisfacen la condicion

Wik, ky) = @Ky, ky) — kel = 0 (9.121)

Usando esta condicion podemos entonces escribir la (9.119) en la forma

kX +kyy =0 (9.122)

P X

Fig. 9.9. Lineas de igual fase en un patrén de ondas estacionarias bidimensional: dada la
condicion de fase estacionaria, queda identificada la direccion del vector de onda (6) que
es perpendicular a la linea 6 = @, la direccion de la velocidad de grupo (@) determina en
que direccion esta la linea buscada, el valor de la fase (@) nos dice a que distancia de P se
encuentra.

En un instante dado ¢, estas ondas se encuentran en la posicion (x, y). Puesto que se originaron en
la posicion del observador (el origen de coordenadas), y han viajado con la velocidad de grupo,
se debe cumplir que

Yy \/\‘(y (kX7 ky)

ey (9.123)
X W (k.k,)

Entonces, si eliminamos &, y k, entre las tres ecuaciones (9.121)-(9.123), se llega a una relacion
de la forma f(X,y,0,u,...)=0 (los ... indican los parametros constantes que figuran en la rela-
cion de dispersion de nuestras ondas), que nos permite determinar, asignando el valor de O, los
lugares de los puntos de igual fase (por ejemplo, las crestas y los valles) del patrén de ondas. La

'® Ta velocidad de la corriente introduce una anisotropia en la propagacion de las ondas vistas desde el referencial

del barco. De resultas de ello C no tiene la misma direccion de k.
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solucion del problema se basa entonces en aplicar las tres condiciones que determinan el patron:
la condicion de estacionariedad (9.121), la condicion de fase constante (9.122) y la condicién
(9.123) que expresa que la posicion de las ondas estd determinada por la velocidad de grupo.

El procedimiento que hemos descrito es conceptualmente claro, pero no es el mas conveniente
para llegar al resultado. En la practica es mejor expresar las ecuaciones de las lineas de fase
constante en forma paramétrica, en términos del angulo 6 entre el vector de onda y el eje x. No
vamos a dar aqui los detalles, puesto que se pueden encontrar en el libro de Whitham ya citado.

0 1 2

Fig. 9.10. Patron de ondas en la estela de una embarcacion. Se puede apreciar que el patron
de ondas esta contenido en el sector angular indicado con la linea de puntos, que se obtuvo
mediante la construccion de la Fig. 9.8.

El calculo correspondiente al caso de las ondas de gravedad puras en aguas profundas es sencillo
pero para abreviar nos limitaremos a mencionar los resultados. La ecuacion de las lineas de fase
constante se expresa en forma paramétrica como

2 2
x=%cos§ B- cod ) ,y=% seb c89 -m 2<d=m 2 (9.124)

En la Fig. 9.10 se muestran las lineas de fase constante para @ =2nz (n=1, 2,...,12). Por su-
puesto el patron se extiende indefinidamente, pero por razones practicas hemos dibujado sola-
mente las primeras 12 crestas.

La relacion entre los angulos ¢y 6 esta dada por

tand

tang = 20
= 1+ 2tar?o

(9.125)

A partir de la (9.125) es facil verificar que la envolvente del patron de ondas es precisamente el
sector angular (9.113) que determinamos antes.
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La (9.124) muestra que el patrén es autosemejante y escala como u?/g. Por lo tanto la Fig. 9.10
es universal y se puede usar para todo valor de la velocidad del barco, siempre y cuando se
pueda suponer que las ondas son de gravedad pura (de la Fig. 9.3 se ve que esto es cierto si
u> 3¢y = 50 cm/s para el agua) y las aguas se puedan considerar profundas (lo cual requiere
h> 27u2/ g). La distancia entre sucesivas crestas (esto es, la longitud de onda local en el patrén)
es proporcional a u?/g. Sobre el eje x (& = 0) esta distancia vale 27u°/g, lo cual no es sor-
prendente pues esta es precisamente la longitud de onda cuya velocidad de fase es igual a u,
como vimos al discutir el caso del patrén unidimensional producido por un obstaculo de exten-
sion grande en sentido transversal a la corriente.

Patrén de ondas capilares alrededor de una linea de pesca

Si se pesca con una cafia en un arroyo cuya corriente es mas rapida que el valor ¢y dado por la
(9.111), alrededor del punto en que la tanza entra en el agua se puede observar (ademas del pa-
tron de ondas de gravedad) un patron estacionario de ondas capilares. Podemos calcular los de-
talles de este patron aplicando los mismos conceptos que usamos para calcular el patrén de on-
das en la estela de un barco, con la salvedad que en este caso la funcion w(Ky,ky) que aparece
en la (9.118) es la relacion de dispersion de las ondas de las ondas de gravedad capilares en
aguas profundas. Para simplificar el calculo vamos a usar primero la expresién aproximada
(9.36) que vale para las ondas capilares puras, lo cual estara bien si la velocidad de la corriente
no es demasiado baja (de la Fig. 9.3 se ve que esto requiere’’ u> 3¢y = 50 cm/s).

El célculo se hace del mismo modo que antes y para abreviar daremos directamente los resulta-
dos.

La ecuacion de las lineas de fase constante se expresa en forma paramétrica como

_ 6y 1 /3 2\ Oy 3serv

- - , Y= cogd , wR=<d=<3r/2 (9.126
o2 cod\" " cods) ' YT pu? co?o g ( )

X

En la Fig. 9.11 se muestran las lineas de fase constante para @ = 2nzr (n=1, 2,...,10). En prin-
cipio, el patron se extiende indefinidamente delante del punto en que la tanza entra en el agua,
pero debido al fuerte amortiguamiento de las ondas capilares se pueden observar solamente las
primeras crestas.

La relacion entre los angulos ¢y 6 esta dada por

_ 3c0s) serd

fang = ———
Y= 30025

(9.127)

Se puede observar que en este caso ademas de ondas estacionarias corriente arriba del obstaculo,
el patron contiene ondas situadas corriente abajo y a los costados del mismo.

La (9.126) muestra que tal como en el caso del patron de ondas de gravedad pura de la Fig. 9.10,
el patron de ondas capilares puras es autosemejante pero su escala y / /ou2 es inversamente pro-
porcional al cuadrado de la velocidad. La distancia entre sucesivas crestas (esto es, la longitud de
onda local en el patron) es proporcional a y / puz. Sobre el eje x (6 = 0) esta distancia vale
2y | puz, que es la longitud de la onda capilar pura cuya velocidad de fase es igual a u, como
vimos al discutir el caso del patrén unidimensional producido por un obstaculo de extension

" En este caso el patron de ondas de gravedad que hay corriente abajo es del tipo que se muestra en la Fig. 9.10.
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grande en sentido transversal a la corriente. Esto muestra que el patron se puede observar sola-

mente si # no es muy grande, ya que para velocidades grandes les ondas capilares tienen longi-

tud de onda muy corta y son fuertemente amortiguadas (de la (9.53) se puede ver que
-2 _ 4

y ~ A7 ~Uu”).

I / /\
6 - u’py/2my -

o
 J

-6 usz/me 7
| | | | | | | | |

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Fig. 9.11. Patrén de ondas capilares alrededor de una linea de pescar. Se puede ver que el
patron se extiende también corriente abajo a los costados del obstaculo.

Si la velocidad de la corriente es baja (Cy < U < 3Cp) las aproximaciones que hicimos para calcu-
lar los patrones de las ondas capilares y de gravedad no son validas, y es preciso usar la relacion
de dispersion (9.33) de las ondas de gravedad capilares. La rama de gravedad y la rama capilar
se deben tratar por separado, y cada una de ellas da lugar a un patrén de ondas estacionarias. El
calculo se hace del mismo modo que en los casos anteriores y no encierra mayores dificultades,
pero las formulas que se obtienen son sumamente complicadas y no las vamos a presentar.
Ademas, debido a que ahora hay dos escalas naturales en el problema (u?/g para la rama de
gravedad y y / /ou2 para la rama capilar) el patron no es autosemejante. Por lo tanto se debe re-
petir el calculo para cada valor de u. En la Fig. 9.12 se muestra el resultado para u= 28 cm/s Es
interesante comparar este patréon con los de las figuras 9.10 y 9.11 que corresponden a ondas de
gravedad y capilares puras. Los patrones de las ondas capilares no son muy diferentes, pero los
de la rama de gravedad presentan una llamativa diferencia. En efecto, las ondas de gravedad de
la Fig. 9.12 no estan contenidas dentro del sector angular tipico de la estela de un barco, como en
la Fig. 9.10. Esto se debe a que las ondas de la rama de gravedad de la Fig. 9.12 no cumplen la
condicion C=c/2, como se puede apreciar de la Fig. 9.3. Como ya dijimos antes, para que
valga la aproximacion de ondas de gravedad puras, la velocidad de la corriente debe ser de por
lo menos 60 cm/s.

189



9. Ondas superficiales de gravedad

| | | | | | X(Cm)

2 4 6 8 10 12 14 16

Fig. 9.12. Patrén de ondas estacionarias producido por una linea de pescar en una corriente
de 28 cm/s (un 20% mayor que c¢o). Las escalas son en cm. Las ondas de la rama capilar
son aquellas cuyas crestas pasan a la izquierda de la linea (corriente arriba) y tienen lon-
gitud de onda mas pequefia (0.68 cm sobre la linea y = 0). Las ondas de la rama de grave-
dad se encuentran a la derecha (corriente abajo) y su longitud de onda es mas larga (4.33
cm sobre la linea y = 0). Notar la diferencia entre este patréon y el patron de la Fig. 9.10
correspondiente a ondas de gravedad puras.

Es bastante sencillo producir este tipo de patrones en una bafiera o en la pileta de la cocina per-
turbando la superficie del agua mediante un trozo de alambre, la punta de un cuchillo u otro ob-
jeto semejante, que hay que procurar mover en linea recta y con velocidad uniforme. De esta
forma se pueden verificar cualitativamente los resultados de la teoria. Para una verificacion
cuantitativa es mejor usar un obstaculo fijo en una corriente adecuada, lo cual no es tan sencillo
de lograr con recursos caseros y lejos de corrientes de agua naturales.

Arrastre por emision de ondas

El patron de ondas de superficie estacionarias que se produce debido a la presencia de un obsta-
culo en una corriente, o cuando un barco u otro objeto se desplaza sobre la superficie de un es-
pejo de agua (o debajo de la superficie, pero a poca profundidad) transporta energia al infinito.
Esto se traduce en una fuerza de arrastre, que el fluido ejerce sobre el objeto. Como el nombre
lo indica, esta fuerza tiende a arrastrar con la corriente un obstaculo fijo y a frenar el avance de
una embarcacion. El célculo teorico de esta fuerza, que se denomina arrastre por emision de
ondas (“wave drag” en inglés) es complicado, debido a las propiedades dispersivas de las ondas
de superficie, que hacen que el patrén de ondas sea tan complejo como acabamos de ver. Por lo
tanto no lo vamos a desarrollar aqui. Pero debido a la gran importancia practica de este tema
para la hidrodinamica de las embarcaciones no queremos concluir este Capitulo sin hacer por lo
menos algunos comentarios.

190



9. Ondas superficiales de gravedad

La forma del casco de una embarcacion estd determinada por una serie de compromisos entre
diferentes requerimientos que en parte se contraponen. La economia y simplicidad de construc-
cion favorecen la forma de un paralelepipedo. La estabilidad transversal favorece cascos anchos.
Para que el casco tenga una adecuada resistencia a la flexion en sentido longitudinal conviene
que sea profundo. Todos estos factores influyen sobre la eleccion de la forma, pero frecuente-
mente el factor mas importante es la interaccion dindmica del casco con el agua. Las interaccio-
nes que determinan la resistencia que opone el agua al movimiento de la embarcacion, y que por
lo tanto determinan la potencia de los motores, suelen requerir el mayor cuidado por parte del
arquitecto naval.

El arrastre total que sufre una embarcacion tiene cuatro componentes: (1) la friccion entre el
agua y la superficie del casco, (2) el arrastre por emision de ondas, (3) las pérdidas de energia
debido a la formacion y desprendimiento de remolinos por parte del casco y sus apéndices (por
ej. el timon) y (4) la resistencia que el aire ejerce sobre las partes que estan por encima de la li-
nea de flotacion.

La fuerza de friccidon F, entre el agua y el casco (o sea, el arrastre propiamente dicho) esta dada,
como sabemos, por F, = C,0Su? donde p es la densidad del agua, S la superficie del casco en
contacto con el agua, u la velocidad de la embarcacion y C, es el coeficiente de arrastre. Se la
puede disminuir reduciendo S, pero en la practica no es mucho lo que se puede lograr en este
sentido en vista de los demas requerimientos constructivos. El coeficiente de arrastre depende
del nimero de Reynolds del flujo, y no es un factor que el constructor pueda controlar, pues la
longitud y la velocidad de la embarcacion suelen estar dictados por otras consideraciones.

Las componentes (3) y (4) del arrastre total no son en general de gran importancia.

Esto deja al arrastre por emision de ondas como un factor muy importante a tener en cuenta en el
disefo, debido fundamentalmente a que la energia que se pierde por causa de la emision au-
menta rapidamente con la velocidad, al punto que se llega pronto a una velocidad limite que no
se puede superar, ya que para hacerlo seria necesaria una planta motriz de tamafio y costo im-
practicables'.

Esto se puede entender mediante un sencillo argumento cualitativo. Recordemos que la escala
del patron de ondas de la estela es 27u?/ g. De resultas de esto, si una embarcacion cuya longi-
tud es L se desplaza con una velocidad

u_=.gL/27 osea u ( me=13/L( m (9.128)

la distancia entre las crestas de las ondas que produce es igual a la longitud de la embarcacion.
Cuando eso ocurre, en la practica el barco viaja dentro del valle del sistema de ondas por él
mismo creado. Si el barco se desplazara con una velocidad mayor que u;, la distancia entre las
crestas seria mayor que L, lo que implica que nuestro barco estaria tratando de ascender por la
ladera del valle hacia la primera cresta. Cuanto mayor es u, tanto mas empinada resulta la cuesta

1 . ., .y ,
¥ El movimiento de un barco también puede dar lugar a la emisién de ondas de otra clase, ademas de las ondas de

superficie que estamos considerando. Cuando el agua presenta estratificaciones de densidad, veremos en el Capitulo
10 que se pueden propagar en su seno ondas internas de gravedad. La emision de estas ondas por parte del barco
produce un arrastre adicional, que en determinadas circunstancias puede ser muy importante. Esta es la causa del
fendmeno que se denomina “aguas muertas”, que ocurre (por ejemplo) cuando hay una capa de agua dulce sobre el

agua salada del mar.
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a remontar. Por lo tanto se llega al resultado que para lograr una velocidad significativamente
mayor que u; es preciso instalar en el barco motores de enorme potencia, cosa que resulta im-
practicable. Por esto es que ningun barco navega a velocidades mayores de unos 40 nudos.

Las embarcaciones pequenas pueden superar esta limitacion gracias a que viajan planeando so-
bre la superficie con casi todo el casco fuera del agua (como ocurre con las lanchas de carrera),
pero esto, logicamente, es impracticable para un buque de gran tamafo.

Una caracteristica importante del patron de ondas producidas por una embarcacion es que las
ondas se producen en diferentes partes del casco. Por de pronto, siempre hay por lo menos dos
sistemas de ondas: uno generado por la proa y otro por la popa. Ademads, toda angulosidad que
hubiera a lo largo del casco también produce su propio sistema de ondas. Estos diferentes siste-
mas se superponen, y bajo determinadas condiciones pueden interferir destructivamente entre si,
con lo cual disminuye el arrastre total por emision de ondas. Uno de los objetivos mas impor-
tantes de la hidrodinamica naval es precisamente el disefio de formas de casco que optimizan
este efecto beneficioso. Un resultado valioso en esta materia es el bulbo sumergido que muchos
barcos tienen en la proa, cuya funcion es precisamente la de producir un sistema de ondas que
tiende a cancelar las ondas producidas por la proa.
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