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Introduccion

Para una mejor comprension de los capitulos siguientes desarrofagui algunos
conceptos matematicos necesarios para nuestro trabajo. Seaddiniconceptos de Espacio
de Hilbert, Ortogonalidad y Bases Ortogonales, ademas deareafia breve descripcion del
Andlisis de Fourier, sus usos y aplicaciones asi como éanshi limitaciones.

1.1 Generalidades

Por razones de claridad comenzaremos definiendo el espacioonsétbre el que
vamos a trabajar: el espatiB[—c,+w] de Hilbert.

1.1.1 Espacios de Hilbert

El espacidH de Hilbert es un espacio vectorial cuyos elementos perteaéptamo
complejoC . SeaH el conjunto de elementos del espadid_os vectores complejos de este
conjunto pueden ser sumados con las reglas usuales de la eaitdeétrectores (propiedad
aditiva) y multiplicados por escalares (niumeros complejos).

El espacioH esta dotado de una métrica y de un producto interno. Consideraremos
en particular el espacid formado por funciones vectorialés Sif y g son funciones del
conjuntoH deH, el producto interno para este conjunto de funciones es un escatadadef
por

<f,g>= [ 1*()g(ax a1

donde f * (x) es el complejo conjugado &) . El producto escalar o interno de la funcién

f con si misma es un nimero real no negativo. En patjcsil la funciérf 0 C, entonces
satisface la condicion:

2

+ﬂ f(t)| dt <o, (1.2)

este espacio métrico recibe el nombre de Espacio de Hifbferto, +od].

1.1.2 Ortogonalidad. Bases Ortonormales

Se dice que dos vectorase y son ortogonalesen un Espacio HilberH si su
producto interno es cero:

<x,y>:0
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Se le llamaconjunto ortogonah aquel conjunto de vectores en el cual cualquier par
de sus elementos estogonal Ademas, este conjunto estonormal si la norma de los
vectores es igual a uno:

IX|E 4<% x>=1

También se define a lzase ortonormatieH como un conjuntortonormal maximal
enH si cualquier vector erl puede ser representado como el limite de las combinaciones
lineales de los elementos de una base ortondtmal

1.2 Analisis de Fourier

En 1807, Jean B. Fourier demostré que una funcion podialesarrollada en
términos de series trigonométricas, y que se podian opperentegracion, férmulas para los
coeficientes del desarrollo. Para comprender mejor estanda algunas definiciones previas.

1.2.1 Funciones periodicas

Dado que los términos de las series trigopnomeétricas esoddfros es logico deducir
que las funciones que se van a desarrollar mediante dichas debes ser también
periddicas.

Se dice que una funcidfx) tiene unperiodoP o esperiodicacon un periodd si
para todox, f(x+P) = f(x), dondeP es una constante positiva. EI menor valoiPde 0 se
llama elperiodo minim periododef(x) [©.

1.2.2 Coeficientes y Series de Fourier

Los desarrollos en Series de Fourier, Ec. (1.5), tienems dplicaciones
fundamentales:

(a) representar una funcidiix) definida en el intervalo—€, c), para valores d& en ese
intervalo, o
(b) representar una funcién periodica con periadpaa todos los valores de

La funcionf(x) puede ser proyectada en una base ortonormal de funcig(} e
la siguiente forma:

f(X) =ci@(X) + c2@(X) + ... +o@(X) + ... Fc<x<c)
k=1,2,.. (2.3)

Se espera que el desarrollofié converja a la funciéf(x) I".
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Se puede demostrar que los coeficientae la suma son los coeficientes de Fourier
de f(x) con respecto a la base ortonormai(X)} "' . Estos coeficientes pueden expresarse

como:
o= [ £ ()¢ (x)dx k=1,2, .. (1.4)
siendog el complejo conjugado deg

La serie de la Ec. (1.3) con estos coeficientedaeSerie de Fouriergenérica
correspondiente a la funcid¢x), y se define como:

f()=2 cq (X (1.5)
k=1
Si f(x) esta definida en el intervalo (2y determinada fuera de ese intervalo por

f(x+2m) = f(x), esto esf(x) tiene periodo & la serie de Fourielgue correspondefé) sobre
la base ortogonal de senos y cosenos se define como

0

f(x)=i+2(ancoskx+ bnsenky), (1.6)
2 & |

donde los coeficientes de Fouraly by se definen como:

1 2 (17)
== j f (X) coskx dx
T 0

2
bk=l _f f (X)senkx dx,
m
0 conk=1,2, ...

Puede observarse que los coeficientes de Fouriefadincion transformada
representan la contribucién de cada funcién serasgno para cada frecuenla

Usando la identidad de Eulef®e= coskx + isenkx podemos escribir laerie de
Fourier def(x) como combinacion lineal de funciones exponensietenplejas:

f(x)= icke‘k*, (1.8)

Jor

Los coeficientes de Fourier @), respecto de esta base, pueden expresarse como:

donde las funciones, (x) = constituyen un conjunto ortonornial

1 2 )
=— | f(x)e™dx
an (x) (1.9)
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Es evidente que |8erie de FourierEc. (1.5), no puede representar una funcién para
todos los valores desi la funcion no es periddi

1.2.3 Transformada de Fourier

Para obtener una representacion que pueda sea \@didh todos los valores de
cuanddf(x) no es periddica, es natural intentar extenderdeesentacion anterior dejando que
ctienda a infinito, lo que da lugar a la Transforanae Fouriel’.
La Transformada de Fourier de una funcion no paaf@x) esta definida por

F(k) = Tf (x) e dx, (1.10)

1
N 21T
dondek es una variable real continua.

La funcién puede ser reconstruida a partir de sugonentes de Fourier, por medio
de la transformada inversa de Fourier:

1 +00 .
f(x) =—— [F(k) e dk.
N2 _J;,
(1.11)
La Transformada de Fourier A[-o,+] satisface las siguientes propiedades:
 Es una transformacion de Fourier uno-a-un te-co,+w] en si mismo.
* Preservala norma,
[If00F dx= [|F(k)F dk
i (1.12)

* Preserva el producto interno,

T fF(X)g* (X) dx:TF(k)G*(k) dk.

—00

(1.13)
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1.2.4 Limitaciones del Analisis de Fourier

La Transformada de Fourier es ampliamente utilizadal procesamiento y andlisis
de sefiales y con resultados satisfactorios eraksseen que estas sefiales son periddicas y lo
suficientemente regulares, pero no ocurre lo mipara el andlisis de sefiales cuyo espectro
varia con el tiempo (sefiales no estacionarias).

Tomando el caso en el que la funcfém descomponer es una sefial dependiente del
tiempo, puede decirse que las funciones de la dageourier son de duracion infinita en el
tiempo, pero locales en frecuencia.

La Transformada de Fourier detecta la presencimdeleterminada frecuencia pero
no brinda informacién acerca de la evolucion eteehpo de las caracteristicas espectrales de
la sefial. Muchos aspectos temporales de la safed,domo el comienzo y el fin de una sefal
finita y el instante de aparicion de una singukdicgn una sefial transitoria, no pueden ser
analizados adecuadamente por el analisis de Fourier

Para los casos de sefales no estacionarias ytérassise utiliza generalmente la
Transformada de Fourier con Ventana.

1.2.5 Transformada de Fourier con Ventana

Una forma de analizar una sefial no estacionarieeaizar un analisis espectral
dependiente del tiempo. Una sefial estacionariavedd en una secuencia de segmentos de
tiempo en los cuales la sefial puede ser considecadao cuasi—estacionaria y la
Transformada de Fourier es aplicada a cada segroealale la sefial.

Gabor, en 1940, fue el primero en introducir lanBfarmada de Fourier de tiempo
corto, conocida como la Transformada de Fourienéamtana Deslizante, definida como:

S, (w71) = j f(t) g* (t—7)exp(-iat)dt (1.14)

dondeg(t) es una ventana deslizante, la cual tiene un afijohy cambia a lo largo del epe

por un factort . Asi, propuso a la funcién Gausiana como la fumaiéntanag(t) y
EJI]emostré gue la Transformada de Fourier de unamarBausiana contindia siendo Gausiana
8

La funcion esté definida como (Fig. 1-1):

_1 (A
g(t)—;exr{ SZJ : (1.15)
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Fig. 1-1

Con la Transformada de Fourier con Ventana se logeamejor localizacion de la
aparicion de una singularidad en una sefial. Péoossoconocera en qué intervalo de tiempo
se produce la singularidad, debido a que la lomeidn depende del ancho elegido para la
funcion ventana. Ademas, los eventos no podrareseeltos si aparecen muy cerca unos de
otros, ya que no sera posible distinguir diferertesiportamientos dentro de una misma
amplitud de ventan®.

Una herramienta matematica que permite resolvepsegiroblemas es la
Transformada Wavelet. Este tipo de transformadaagsz de concentrarse en fenébmenos
transitorios y de alta frecuencia mejor que la $famada de Fourier con Ventana. Con esta
tltima, una vez que el tamafio de la ventana esdelepdas las frecuencias son analizadas
con las mismas resoluciones de tiempo y frecuerdiginto de lo que sucede en la
Transformada Wavelet que tiene un tamafio de vertdeyatado a las frecuencias.

Con respecto a imagenes, la Transformada de Fdegrde una funciorf(x) de
soporte finito se extiende entre«d,+0]. Luego de aplicar cualquier algoritmo de analeis
F(k) se pierde informacion al realizarse la antitramsficion en un intervalo finito. En
cambio, en el caso de la Transformada Waveleteidn y su transformada se encuentran en
un intervalo finito y, por lo tanto, no hay pérdidée informacion al realizar la
antitransformacion.

En el capitulo siguiente desarrollaremos los colmsegde la Transformada Wavelet
asi como otros relacionados con ella, los cualsdleean a afirmar lo expresado en el parrafo
anterior.
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CONCEPTOS ESENCIALES
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Introduccion

En este capitulo nos ocuparemos de la llamada foramsda Wavelet, herramienta
matematica desarrollada a mediados de los afios '80.

Esta Transformada es eficiente para el analisa lbe sefiales no estacionarias y de
rapida transitoriedad y, al igual que la Transfatende Fourier con Ventana, mapea la sefial
en una representacion de tiempo-escala. El aspaotmoral de las sefales es preservado. La
diferencia esta en que la Transformada Wavelet ggraanalisis de multiresolucién con
ventanas dilatadas. El analisis de las frecuemtBasmayor rango se realiza usando ventanas
angostas y el anélisis de las frecuencias de ntrango se hace utilizando ventanas anthas

Las Wavelets, funciones bases de la TransformadaeMtason generadas a partir
de una funcion Wavelet basica, mediante traslasigrdilataciones. Estas funciones permiten
reconstruir la sefal original a través de la Tramsfda Wavelet inversa.

La Transformada Wavelet no es solamente local empd, sino también en
frecuencia.

Dentro de los usos de esta poderosa herramientamued nombrar, ademas del
analisis local de sefales no estacionarias, eistde sefales electrocardiograficas, sismicas,
de sonido, de radar, asi como también es utilipedta la compresion y procesamiento de
imagenes y reconocimiento de patrones.

En la breve introduccion que sigue se supondréa(fecilitar el uso de ciertos
ejemplos) que la funcién a analizar es funciértigehpot.

2.1 Bases ortonormales

2.1.1 Bases de la funciéon de escala

Lasfunciones de escajaegan el papel de funciones promedio. La cori@taentre
la funcion de escala y una funcién continua arbéraroduce la aproximacién promediada de
la dltima.

La funcién de escala basiet), dilatada por un factor de escala & desplazada
con un factor de escala discreto de traslakjon

2, ()=2"2 92" t-K). 2.1)

Las funciones de escala basigh) que se emplean satisfacen la condicién de
ortogonalidad, tal que las traslaciones discretgsK)} con k 0 Z, forman un conjunto
ortonormal®. La proyeccién de una funcid(t) O L%R) en la base ortonormalft-K)} es
una correlacién entre la funcidift) original y la funcion de escalg{t) muestreada a
intervalos enteros.



Transformada Wavelet Curso 2006 10

Como resultado de la proyecciénf@® en la base de la funcién de escala, se obtiene
una aproximacion menos detallada f®. Todas las aproximaciones dg) forman un
subespacio YO L%R). El espacio vectorial ypuede ser interpretado como el conjunto de
todas las posibles aproximaciones de la funcién®@R) generado por el conjunto ortonormal

{ =K}

Las funciones de escalas para todas las essaldsconi 0 Z, generadas a partir de
la misma¢t), son todas de forma similar. Debido a que la fumalé escala basicgt)
genera la base ortonormag{{~K)} de Vo, con un paso de traslacién entero, la funcion de
escala dilatadg{t/2) generara la base ortonorma{Zt—K)} de V con un paso de traslacion
igual a 2, yg(t/4) generara la base ortonorma{Z“t—k)} de V, con un paso de traslacion
igual a 4, y asi sucesivamente. Existe entoncesomjunto de bases ortogonales de las
funciones de escala. Cada base de la funcion ddaess ortonormal en el espacio de la
misma escala:

<¢f,kv¢?,n> = (2.2)
paratodkynZ.

Las proyecciones en’(R) sobre el conjunto de bases ortonormales de kidarde
escala, forman un conjunto de subespacio€¥da subespacio ¥s el conjunto de todas las
posibles aproximaciones de la funcion ef(R) generado por la base ortonormal de la
funcién de escalag2't-K)}. El subespacio Ves abarcado por la base ortonormal de la
funcion de escala en el nivel de resoludidRor lo tanto, la funcion de escaft) genera los
subespacios del analisis multiresolucfén

Las aproximaciones de una funcidft) en diferentes resoluciones deben ser
similares, ya que son todas generadas por la nfisne&gn de escala con escalas diferentes.
Los espacios de aproximacion Mueden ser, entonces, deducidos unos de otrosimpple
dilatacion:

f OV, « f(2t) OV (2.3)

Toda la informacion util para calcular la funciéa dproximacion en el nivel de

menor resolucidri, esta contenida en la funcion de aproximacion lenivel de mayor
resolucion i-1). Entonces, Mes un subespacio de 2.

2.2 Analisis Multiresolucioén

El analisis multiresolucién es una técnica que [feranalizar sefiales en multiples
bandas de frecuencia. Consiste de una secuensisddspacios cerrados &hL*(R) :

L OV.0Vi0VeOV4OV, O...0LAR) (2.4)
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Cuando la resolucién se incrementa ¢daendiendo a e, la funcién aproximada
deberia converger a la funcién original. Esto es:

Uv. =L’(R) (2.5)

Por el contrario, cuando la resolucién se decremnentero con tendiendo a e, las
aproximaciones contienen cada vez menos informac@@mvergen a cero:

Vi =0}, (2.6)

coni 0z @,
2.3 Bases Wavelet

Debido a que la proyeccion de una funcion sobrbakse de la funciéon de escala
ortonormal es una aproximacion menos detalladaad®iricion en un nivel de resolucién
particular, se pierde algo de informacion en eteso, esto significa que la funcién de escala
@ no es completa a cualquier nivel. Por lo tanto,usan las proyecciones sobre otras
funciones, denominadasavelet ortonormalego simplementewvavelet$, para obtener la
informacion complementaria de los detalles de teifan.

Como se vera mas adelante, las wavelets son geseagubrtir de lavavelet madre
{At) por traslaciones y dilataciones discretas

(=2 2@t -K). 2.7)

Cuando la transformada de Fourigw) de la wavelet madre satisface la condicion
de ortogonalidad, las traslaciones discretas de las wavelet mag&'{-K)} forman una
base ortonormal para cada escaldMas atn, en el mismo nivel de resolucion, el eotgj de
traslaciones wavelet es ortogonal al conjunto dslaciones de la funcion de escala en el
espacio de la misma resolucion

(@t0)=2" [@lt -k, [t -n)dt=0 (2.8)

para todkkyn{ Z.

La proyeccion dé(t) sobre las bases wavelet ortonormales es una coéelantre
f(t) y ¢At) muestreada a intervalos discretos. Las proyeeside las funciones ¢rf(R) sobre
la base wavelet ortonormal{2't—k)}, forman un subespacio WEI subespacio Wes
abarcado porg(2't-K)}. '
~ Como la base wavelety{2't-K)} es ortogonal a la base de funcién de escala
{ d2't-K)}, dentro de la misma escala, el subespacie$Vel complemento ortogonal del
subespacio ¥V

w; OV, (2.9)
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Tanto V{ como W son subespacios de_¥ Vi, W; 0 Vi_1 ¥, y en razén de que W's
el complemento ortogonal de, &l subespacio\4 es la suma directa de ¥ W;:

Vi—l = Vi O Wi.
(2.10)

2.3.1 Transformada Wavelet

De manera muy general, la Transformada Wavelet m#e funcién f(t) es la
descomposicion dét) en un conjunto de funcioneg; (t), que forman una base y son
llamadas lagéWavelets” . La Transformada Wavelet se define como:

W, (s,7)= f (), (1) dt.
(2.11)

Las Wavelets son generadas a partir de la traslaciGambio de escala de una
misma funcion waveleg(t), lamada ld'Wavelet madre”,y se define como:

ws,,(t)=%w[t%j,
2.12)

dondes es el factor de escala,nes el factor de traslacion.

Las waveletsys; (t) generadas de la misma funciébn wavelet mag{® tienen
diferente escala y ubicacionrz, pero tienen todas la misma forma. Se utilizampie
factores de escakl> 0. Las Wavelets son dilatadas cuando la escald, y son contraidas
cuandos < 1. Asi, cambiando el valor dese cubren rangos diferentes de frecuencias. \&@lore
grandes del parametsocorresponden a frecuencias de menor rango, o sc@aegrande de
s - (t). Valores pequefios decorresponden a frecuencias de menor rango o wataesuy
pequefia des , (t) .

2.3.2 Wavelets ortonormales y discretas
Cuando la funciof(t) es continua y las wavelets son continuas confald escala y
traslacion discretas, la Transformada Wavelet te®i una serie de coeficientes wavelets, y

es llamada la descomposicion en Series Walfklet

La funcion f(t) puede ser reconstruida desde los coeficientes ®taveliscretos
Wi(s,1), de la siguiente manera:

f (t) = AZ ZWf (S! T)‘//s,r (t)’
(2.13)
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dondeA es una constante que no dependgtjle

A estas funciones wavelets continuas con factogessdala y traslacion discretos se
las denominaWavelets discreta¥’. Los factores de escala y traslacién de las wesvele
discretas pueden ser expresados como:

S:S:) y T=kTOS(i),
(2.14)

donde el exponeniey la constant& son enteros, % > 1 es un paso fijo de dilatacion.

El factor de traslaciomr depende del paso de dilatacignEc. (2.14). Entonces, a
partir de la Ec. (2.12) y con la Ec. (2.14), lasrespondientes wavelets discretagedan
expresadas como:

v, 0=5"20(s t-kros)))=s % wls;t - kz,) (2.15)

A través de la Ec. (2.11), la Transformada Waveketuna funcion continua es
realizada a frecuencias y tiempos discretos queesponden a muestreos con distintas
traslaciones (tiempo) y distintas dilatacionesgmbios de escala).

El paso de muestreo en tiempo es pequefio paraaksiarutilizando wavelets de
pequefia escala, mientras que es grande para @&iamd@n wavelets de gran escala. La
posibilidad de variar el factor de escalpermite usar wavelets de escala muy pequefia para
concentrar el analisis en singularidades de lal.s€fiando solo los detalles de la sefial son de
interés, unos pocos niveles de descomposicion soesarios. Por lo tanto el analisis wavelet
provee una forma mas eficiente de representaresefiahsitorias.

A modo de ejemplo, podemos hacer una analogia ehtaigdlisis de Wavelet y el
microscopio. Asi, el factor de escalg corresponde al aumento o resolucién del microscopi

y el factor de traslaciom corresponde a la ubicacién donde se hace la @isérnvcon el
microscopio. Si queremos mirar detalles muy pegsie@loaumento y la resolucién deben ser
grandes, lo que se corresponde coni wmande y negativo. Esto da lugar a una funcion
wavelet muy concentrada, y a pasos de traslacigungi®s. Para un valor degrande y
positivo, la wavelet se extiende y los pasos d@ac#n son adaptados a esa amplfftud

Eligiendo adecuadamentg(t) y los pardmetros,, 7o, €S posible lograr que las
funcionesysx ; (t) constituyan una base ortonormalldgR). En particular si se eligg = 2 y
o = 1, entonces existg(t), con buenas propiedades de localizacién tiempouéncia, tal
que s ; (t) constituye una base ortonorma&(R) ..

De esta forma, si las funciones wavelets discretasan una base ortonormal, una
funcion f(t) de soporte finito puede ser reconstruida como wmasde los coeficientes
wavelets discretodk(s, 7) multiplicados por las funciones de la base, csiguoe:
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FO=3 S W, (s 74, (1). (2.16)

Una descomposicion wavelet ortonormal no poseernrdoion redundante y
representa la sefial en forma univoca. Una baseletatonormal es posible con wavelets
con factores de traslacion y dilatacién discréo®or lo tanto, para estas funciones wavelets
discretas ortogonales, los productos internosgueles a cero:

1 sii=my k=n
0 enotrocaso

(% OWna® dt={
(2.17)

En 1986 Meyer y Mallf demostraron que la descomposicién y reconstruccion
wavelet ortonormal podrian ser implementadas emaeto del analisis multiresolucion de
sefiales.

2.3.3 Relaciéon dos-escala

Con sus traslaciones discretas, las funciones cdaeg las de wavelets forman dos
bases ortonormales en cada nivel de resolucionfurasones de escala y las wavelets en
multiples niveles de resolucion son la versiontdda de la funcién de escala basica y de la
wavelet madre, respectivamente.

Sea ¢t) la funcion de escala basica cuyas traslacionesrgae el subesparc V.
Entonces¢{t) puede ser expresada como combinaciéon lineal dsutaa ponderada del
conjunto {f2t-K)} generado porg2t). Asi las funciones de escala en dos niveles de
resolucién adyacentes satisfacen la relacion doalaes

@t)=>" p(k)p2t k),
(2.18)

que puede ser considerada como la proyeccion flen¢aon ¢t) O Vo en el subespacio de
mayor resolucion \{. Esta relacion es la ecuacion fundamental en elssmabultiresolucion.
La secuencig(k) es elcoeficiente interescalacorrespondiente a un filtro discreto paso-
bajd®.

Seay(t) O Vo la wavelet madre, la cual puede ser desarrollada base ortonormal
de la funcion de escalggt—K)} en \V_; como:

W(t) =D a(k)e2t -k),
(2.19)
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donde la secuencig(k) es el coeficiente de interescala, correspondiente filtro discreto
paso-altd®). Esta relacion dos-escala permite generar lasletave partir de las funciones de
escala.

En el lado izquierdo de las relaciones (2.18) $92.4t) y ¢At) son continuas. En el
lado derecho de las relaciones, los coeficientesascalap(k) y q(k), son discretos.

2.3.4 Algoritmo Piramidal. Descomposicién Wavelet

Sea la funciéri(t) 00 Vo que puede ser representada como la combinaciéal lite
las funciones de escala trasladag#sk) en \p

f(t) =D e (Kt k),
(2.20)

con los coeficientes

(k) = (f.@,) = [ FO@t - k)dt.
(2.21)

La funcion a ser analizada pertenece @ ¥ cual corresponde al nivel de
digitalizacion inicial al comenzar la descompogici&En el siguiente nivel de menor
resoluciéni = 1, existen dos subespacios mutuamente ortogofigles (1)} v { ¢k ()},
respectivamente. Debido a que &5 la suma directa de ¥ W, existe una unica forma de
expresar una funcidift) 00 Vo, como combinacion lineal de funciongsywvi, donde y [0 V3
y wy 0 Wy, En particular, la funciof(t) 00 Vo puede descomponerse en sus componentes a lo
largo de M y W;:

f= (P1+Q1)f ,
(2.22)
donde las dos componentes son las proyeccioneswamales dé(t) sobre f y Wi:
@ Rf=>cMa, .
(2.23)

0 Qf =3 dnw,

Multiplicando ambos lados de la Ec. (2.22) gar y calculando los productos internos, se
obtiene:

(@ T)=(a.Rf).
(2.24)
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Haciendo lo mismo en la Ec. (2.23 (a)) pero muttgpido porg; , y usando la Ec. (2.20), se
obtiene:

¢ (k) =(@,. f)=(q4,.Rf)
(2.25)

=3 (B ) Co(N)

donde el producto interno entre los dos conjuni$aduncion de escalag} vy { @o} se
puede calcular como

(@) = 2%j¢{% - kj(o(t ~n)dt
(2.26)
= 22 [ gtyp(t - (n- 2K)cl.

Sustituyendo ¢{t) por la relacion dos-escala en la Ec. (2.26) yndeala
ortonormalidad del conjuntog2t)} se obtiene

6 (k) =272 p(n-2K)c,(n).
(2.27)

La secuenci&;(k) o tendenciacontiene los coeficientes del desarrollo de laifumc
continuaf(t) en la base de la funcién de escala continpaJ en Vi, La secuencia;(k)
representa la version suavizada de los datos alagioy(n).

Simultdneamente, multiplicando ambos lados de as(E22) y (2.23 (b)) por la
waveletys n y calculando los productos internos, se obtiene:

d,(k) = <‘//J,kaQ1f > = <‘//1,k’ f>
= Z<¢/Lk,%,n>co(n),
(2.28)

y siguiendo los pasos aplicados para la obtena@i(k) se llega a que:

d,(K) =272 g(n - 2k)c,(n).
(2.29)
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De acuerdo con la Ec. (2.22), la proyeccion ortoradrQ,f sobre W es la
informacion dadetalledef(t). La secuenciay(n) representa la diferencia entref({ original
y la aproximaciorPif, y se conoce como lapeficientes wavelet discretos

La descomposicion en aproximaciones suavizadagaflete a menor resolucién se
puede continuar tanto como se desee.

Generalizando,
PLf=Rf+Qf =3 c(Kg,+D d K,
¢ (k) =272 p(n-2K)G . (n),

d(k) = 2723 q(n - 2k)c,, (M.
’ (2.30)

La secuenciai(n) y di(n) pueden ser calculadas a partircdgn) por filtrado iterativo.

De esta manera, iterando hasta un nivel de resolidj dondeM toma un valor
determinado, se puede representar la funcion atiffit) por una serie de funciones detalle
MAs una aproximacion gruesa:

f@) =R, f+Q, f+Q,_,f+...+Q,f,

f() = 2", (@Mt -k) + izz% d (K (27t - k).

(2.31)

La Ec. (2.31) es la descomposicifi en Series Waveldl. En esta descomposicion
wavelet las bases de la funcién de escala ybéses waveleson todas continuas. Los
coeficientes de aproximaci@py(k) y los coeficientes wavelek(k) coni=1, 2, ..My kO Z
son discretos.

Los coeficientescy(n) y di(n) se pueden calcular con un algoritmo discreto
implementado por la aplicacion recursiva de filtdiscretos paso-alto y paso-bajo a las
aplicaciones discretas_i(n). Este algoritmo es conocido como algoritmo piramidatle
Mallat. Los dos primeros pasos del algoritmo pakuwar la descomposicion wavelet se
muestran en la Figura 2.1
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d1(n)

» PN —»@ >
Co(N) dy(n)
) »{ P(n) $2 >
cu(n
» a(n) —»@L»
C2(n)
q(n) 3

A 4

é
v

Figura 2.1 Esquema de la descomposicion en Series Waveleglalgoritmo de arbol.

2.3.5 Algoritmo Piramidal. Reconstruccion

La secuencia de la sefal origing@n) puede ser reconstruida a partir de las
secuencias de coeficientes de aproximaain) y de loscoeficientes waveledi(n) con
0 <i <M, dondel =M es la menor resolucion en la descomposi@ién

La aproximacion discretg_;(n) en el proximo nivel de mayor resolucion puede ser
obtenida como la suma de dos convoluciones, una éntaproximacion discre@(n) y el
filtro paso-bajgp(n) y otra entre losoeficientes wavelek(n) y el filtro paso-altay(n),

i, (n) = <Pi—1 f ’¢|—1,n>
=2 6@ @A) + 2 0 (KN o B
=223 ¢ () p(n-2k) +2723d, (K)q(n - 2K),
(2.32)

Como se muestra en la Figura 2.2. El proceso peeatnuar hasta que la secuencia
original co(n) es reconstruida.

c(n) Gi-1(n)
p(n)

»
L

di(n)

t)—
=@—> o)

Figura 2.2 Esquema de la reconstruccion Wavelet.
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2.4 Transformada Wavelet en dos dimensiones

La Transformada Wavelatontinua puede ser extendida al caso de dos diomess
para aplicaciones de procesamiento de imagene$rdresformada Wavelale una imagen
bidimensionaf(x,y) es:

500 =L ] X542
(2.33)

la cual es una funcién en cuatro dimensiones. &steeducida a un conjunto de funciones
bidimensionales deu(v) con diferentes escalas cuando los factores ddaeson tales que
S = sy =S,

La Transformada Wavelairtogonal multiresolucién en dos dimensiones seuka
por proyecciones recursivas sobre las bases dmé¢adh de escala y las basesvelef como
en el caso unidimensional.

Consideremos el modelo wavelet basado en una fudlei@scala separable

@x.y) = dx)dy),
(2.34)

dondegXx) y ¢y) son funciones de escala unidimensionales. Lakatianes discretas d€x)

y ¢y) dilatadas generan los subespacios de aproximauidtiresolucién separables ¥omo
en el caso unidimensional. La proyeccion ortogalealina imagef(x,y) sobre el conjunto de
la funcién de escala en un nivel de resoluciés, por lo tanto, el producto interno

Ci(X,y) = <f(X,y), Q(X) Q(y»a
(2.35)

la cual es una aproximacion f{g,y) en un nivel de menor resolucion.

Como en el caso unidimensional, se generan lasletav&x) y ¢Ay) a partir de las
funciones de escal@x) y ¢y), tales que el conjunto de traslaciones discretag(xey de
y) es ortogonal al conjunto de traslaciones dissrela ¢x) y ¢y), respectivamente.
Entonces se definen tremveletsbidimensionales como

Yixy) = @x) Uy)
YY) = ¢X) ()

YY) = ¢ UY)

(2.36)
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Las diferencias de informacién entre las aproximaesci(x,y) Y c+1(X,y) en dos
niveles adyacentes de resolucién son iguales @dgecciones ortogonales f{&,y) sobre las
tres bases wavelets, resultando tres imagenesedetal

d'ey) = (.t
d’(xy) =(f.¢%) (2.37)
d(xy) =(f.4°)

En dos dimensiones, la descomposicién wavelet anoidnes de escala y wavelet
separables se puede calcular con el algoritmo kel @éwssando los filtrog(n) y q(n), de
manera similar al algoritmo unidimensioffal

2.5 Analisis tiempo-frecuencia

El objetivo del andlisis multiresolucion es expandna sefial en una base de
funciones cuyas propiedades tiempo-frecuencia apten a la estructura local de la sefial. La
Transformada Wavelet permite obtener el desard#lana sefal en una base ortonormal de
funciones waveletslas cuales tienen propiedades de localizacionieanpb y frecuencia
similares a la Transformada de Fourier con Ventana.

En todos los casos anteriores, el patron de deszoipn del plano tiempo-
frecuencia esta predeterminado por la eleccidasléuhciones de la base.

Resumen

En este capitulo hemos presentado la TransformaaaeMt de una funciéf{x) en
una dimension y su extension a dos dimensiones galfeaciones de procesamiento de
imagenes. La Transformada Wavelet es la descom@odief(x) en una base de funciones
formada por la traslaciéon y dilatacion de una misameion, la funcion de escala.

La descomposicién de funciones y su reconstruqoidetle ser computada mediante
el algoritmo piramidal donde, en cada nivel de ltesén, la funcion se descompone en una
aproximaciérdetallemas una aproximacién gruesa llamgatedencia

En el préximo capitulo estudiaremos el algoritmoely comportamiento de la
Transformada Wavelet en el caso particular delisinde imagenes.
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ALGORITMO DE LA TRANSFORMADA WAVELET PIRAMIDAL
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Introduccion

En este capitulo describiremos el algoritmo mediaat cual se calcula la
Transformada Wavelet discreta con estructura ptalnien primer lugar para el caso
unidimensional y luego su generalizacién al casdintgnsional utilizando las bases
ortonormales de Daubechies.

3.1 Transformada Wavelet Piramidal. Algoritmo

A diferencia de la Transformada de Fourier, la $farmada Wavelet se puede
implementar sobre numerosas bases. Las diferemttegyarias de wavelet&ontinuas,
discretas, ortogonales, etc.) y los varios tiposudeiones wavelets dentro de cada categoria
proveen una gran cantidad de opciones para analiwasefial de interés. Esto permite elegir
la base de funciones cuya forma se aproxime mejas @aracteristicas de la sefial que se
desea representar o analizar.

En particular, para este trabajo se emplearobdass wavelet de Daubechis la
Transformada Wavelet para el procesamiento digitalalisis de imagenes, las cuales tienen
la propiedad de formar una base ortonormal y poseparte compacto. Por esta razon, son
adecuadas para el andlisis de sefiales con sopoitte (por ejemplo: notas musicales,
electrocardiogramas, sismogramas, etc.) y en pa&tipara el analisis y procesamiento de
imagenes.

Debido a la condiciébn de ortonormalidad, se asedarandependencia de la
representacion de la sefial en los diferentes mividedescomposicion, es decir, que no se
genera informacion redundante de la sefal, y astvia la aparicion de informacion falsa.
Ademas, las bases de Daubechies permiten caleul@ransformada Wavelet mediante un
algoritmo menos complejo, con un bajo costo congoital y numéricamente estable (los
calculos realizados son confiables dentro de leigitg numérica del procesador), lo cual las
hace eficientes frente a las bases no ortonormales.

En el calculo practico de la Transformada Waveltbrmrmal, mediante bases
wavelet de Daubechies se utiliza un conjunto deo§ldiscretos paso-bajo y paso-afi(m) y
g(n). De esta forma, dado un vector de datos de longiual a un nimero entero potencia de
dos, la descomposicién y reconstruccion waveletnornmal se implementa con el algoritmo
piramidal iterando estos filtrd8 (Fig. 2.1).

Los filtros periédicop(n) y g(n) , son filtros de soporte compacto con un nimero
finito N de coeficientes distintos de cero, es decir,adgde los filtros esN-1). Por lo tanto,
los dos conjuntos de filtros forman una matriz deN2

p@ p@® ... p(N-1)

(3.1)
g0 a@® .. q(N-I

la cual es utilizada en el algoritmo de descomjp@sic
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Debido a la ortogonalidad de los filtros, el filppaso-altog(n) es obtenido a partir
del filtro paso-bajg(n):

q(n) = (-1)"p(N-1-n).

(3.2)
Asi, la matriz (3.1) puede ser expresada en fundébfiltro p(n)
PO p@) .. P(N-1) (3.3)
p(N-1) -p(N-2) .. p(@O)

y es llamada lanatriz de transformada waveldista matriz se utilizara para obtener la matriz
final a ser empleada en el algoritmo de descomigmsicomo se describe a continuacion.

Para una base de Daubechies los coeficientes e &ilmplen las siguientes
relaciones algebraic&®:

z
LN

p(m) =/2, (3.4)
m=0
S S pm sik=0
S p(m) p* (m+2K) = o(k 0) = | 24| P sik =0, (3.5)
m=0 0 sik # 0,
N-1
D ()"mp(N-1-m) =0 O<k<p-1 (3.6)
m=0
dondep = N/2.
Ejempilo:

En este ejemplo mostraremos esquematicamente @aplisa el algoritmo de arbol
para descomposicién Wavelet con una base DAUBA4.

Descomposicién y reconstruccion de un vector atildo la Transformada Wavelet
de Daubechies cad = 4 (DAUB4) yp = 2:

Las funciones de la base de Daubechies no estés dad forma analitica. Los
valores de los coeficientes estan tabulddpsiendo los correspondientes a DAUBA4:
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p(0) =4 (1++/3)/+/2 = 0483

p(1) =1 (3++/3)/+/2=0836

p(2) =%(3-+/3)/¥2=0224

p@ =1(@-+3)/v2=-013

los cuales son la Unica solucion a las Ec. (334%)  (3.6) para los cuatro filtros DAUBA4:
p(0) +p(1) +p(2) +p(3) =2,

P(0)*+ p(1)° + p(2)° + p(3)*= 1,

p(0)p(2) +p(3)p(1) = 0,

p(3) — p(2) +p(1) - p(0) = O,

Op(3) - 1p(2) + 20(1) - 3p(0) = 0.

Por la Ec (3.2) los filtros paso-alygn) son:

q(0) =p(3), a(1) =-p(2), a2) =p(1) y a(4) =-p(0) .

Dado el vector de los datos inicféh) se puede generar la matriz de Transformada
Wavelet con los filtros de traslacion discretosla3ongitud del vector de datos de entrada es
L, se construye una matriz de Transformada WaveatetathafioL x L, formada por
repeticiones de la matriz (3.3) de los conjuntosfiies p(n) y q(n). Las filas impares
corresponden a los filtros paso-bajm) y, en cada fila impar, los filtros paso-bgjm) son
trasladados dos columnas con respecto a la filarmpterior. Asimismo, las filas pares

corresponden a los filtros paso-atim) que son trasladados dos columnas con respeeto a |
fila par anterior (Fig. 3-1).

c@® p@ p@ p@ pE : . e . : : f@
d@® p@ -p@ p@® -p0O . . o . . . f (2
c(2) : . pO® p@d p@ pB . . . . : : f 3
d(2) : . p@® -p@ pd® -pO . . . . : . f (4)

PO PO P® PG
: : : : : PE -p@ PO -pO
P pE . . . : Ce . p@O p@® .
) -p© . . . . .. . . p@ -p@N\fWL)

Figura 3-1: Al multiplicar el vector de datos inicialé®), de longitudL, por la matriz de Transformada Wavelet
se obtiene un vector con los coeficierd@y y d(n) intercalados
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Una vez construida la matriz de Transformada Wavsdela multiplica por el vector
columna de datofn) (Fig. 3-1). De este producto resultan dos cocretes, una entre el
vector de dato$(n) y los filtros p(n) y otra entre el vector de daté®) y los filtros q(n),
dando por resultado la aproximacién discitg y los coeficientes wavelet discretd),
respectivamente. Entonces, la descomposicion wadiereta es calculada aplicando la
matriz de Transformada Wavelet primero al ved{oj y luego, en cada iteracién, a los
coeficientes de aproximacid(n). Como en cada iteracion el vector salida queda cesipu
por los coeficientes(n) y d(n) intercalados, se debe realizar una permutacioéstie para
poder continuar con el algoritmo y obtener el ®gte nivel de descomposicion, como se
muestra en la Fig. 3-2, donte= 16.

f @) c@ c@ c@ c@ c@
f(2) d( c2) D() C() C@)
f3 c(2 cd C@) C@E D'M
f(4) d@ c(4 D(2) C4) D'(2)
f (5) cd c(5) ofk) D() D()
f(6) d@ c(6) DE) D2 D(2)
f(7) c(4) c(7) C@) D) D@
f (9) c(5) d( d@ d(@) d@
f (L0) d(5) d) d) d2) d)
) c(6) d@ d@ d@ d@
fa2 d(6) d(4) d(4) d(4) d(4)
fa3 c(7) d@®) d@®) d@®) d@)
fa4 d(7) d(6) d(6) d(6) d(6)
f a9 c@© d() d(@) d(?) d(?)
f @6 d@©) d@®) d@®) d@® d(@®)

Figura 3-2: Esquema de los distintos niveles del algoritmamidal para obtener los coeficientes del desarrollo
Wavelet con DAUBA4, donde (3.1) indica que se aghcaperacion de Irigura 3-1.

Si la longitud del vector de datoss> 16 (DAUB4), el vector de salida en el nivel
de resolucién mas bajo sera siempre un vector osrcdeficientes de aproximaci@gl) y
C(2) y una jerarquia de coeficientes wavelt€l) , D’ (2) resultantes del nivel de resolucion
mas bajoD(1)-D(4) para el nivel de resolucion méas altal(¥)-d(8) para nivel de resolucion
aun mas alto, y asi sucesivamente (ver Fig. 3-@)piede observar que, una vez que los
coeficientes wavelal’ son generados, simplemente se propagan a travésla los pasos
subsecuentes. El mismo algoritmo es usado parail@altos coeficientes wavelet con
respecto a otras waveletal como DAUB6, DAUBS, etc. La cantidad de possbieraciones
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a realizar dependera de la cantidad de coeficiatdgda wavelet utilizada y la longitud del
vector de datos.

La reconstruccion wavelet discreta puede ser adeupor un procedimiento inverso
al procedimiento de descomposicion comenzando Ipoivel de resolucion mas bajo en la
jerarquia y trabajando de derecha a izquierda taliagrama de la Fig. 3-2, utilizando la
matriz deTransformada Wavelet inversa (Fig. 3-3) en lugaladenatriz de Transformada

Wavelet.

Como la matriz de Transformada Wavelet es ortonbsm@nversa es la matriz traspuesta:

PO pE PR pQ®
p@ -p@ PR - pO)
p@ PO PO PO
PR -p0O p® -p@
p@ PO PO PO
PR -p0O p® -p@
p@ pQ® pO pPE
PR -p0O pO-p@

Figura 3-3: Inversa de la Transformada Wavelet.

3.1.1 Funciones de Daubechies

Como mencionamos anteriormente para realizar esbajo utilizamos las bases
wavelets de Daubechies. Esta clase incluye un raegéunciones que se extiende desde
funciones altamente localizadas a funciones altsansnavizadas. Dentro de esta clase
implementamos DAUB4, DAUB6, DAUBS, etc., hasta DARIB donde el numero de
Daubechies indica la cantidad de coeficientesndéstide cero. Por lo tanto, la mas simple y
mas localizada es DAUB4, que tiene solo cuatro icestes no nulos. La decision con
respecto a cual base de Daubechies es la mas eemeedebe basarse en la forma de la sefial
a analizar, eligiendo la wavelet de Daubechies dagyma mas se le aproxime. Esto es, se
debe utilizar la wavelet que provea la mejor desadn de la sefial con el menor nimero de
coeficientes no nulos.

3.1.2 Numero de operaciones

Consideremos ahora el numero de operaciones rdquedara la Transformada
Wavelet ortonormal de un vector de datos. Bda longitud del vector de datosly la
longitud de los filtrosp(n) y q(n). En la banda de frecuencia mas alta, el primer paso
descomposicion requiereNR multiplicaciones y sumas. En el algoritmo piramidah la
siguiente banda de frecuencia mas ancha la londéldector de aproximacion discrefa),
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estd reducida &/2. Por lo tanto, el préximo paso de descomposic&guiere 2{L/2)
multiplicaciones y sumas.

El total de operaciones de la descomposicién waveelenormal es:

AN+ NELNE L o1+t te . JoanL (3.8)
2 4 2 4

De esta forma la Transformada Wavelet ortonorn@lieze sélo () operaciones.
Esto es todavia méas rapido que la TransformadaodeeF, la cual requiere Q(log, L)
multiplicaciones y sumas.

3.1.3 Transformada Wavelet bidimensional
En dos dimensiones la descomposiciéon wavelet de funaion f(x,y) puede

calcularse con un algoritmo similar al descripttesanrmente. Para el caso de procesamiento
de imagenes, la imagen original constituye la makel datos iniciady(x,y) (Fig. 3-4 (a)).

O Figura 3-4: Pasos del proceso de
descomposicion de una imag€a)

Imagen original. (b) Descom-
posicion en direccion verticalc)

Q Q Descomposicion déb) en direccion
horizontal (Resultado final)

(@) (b) (©

En cada nivel de resolucion se calcula la correlacion entrdilas deci_i(x,y) y los
filtros unidimensionalesp(n) y q(n) en la direccion vertical, resultando dos imagenes
compuestas, cada una por la mitad de las filaa deakriz (Fig. 3-4 (b)). Luego se calcula la
correlacién entre estas imagenes y los filp@s y q(n) en la direccion horizontal resultando,
de cada una, dos imagenes compuestas por la netdasdcolumnas (Fig. 3-4 (c)). Estas
cuatro subimagenes resultantes constituyen las iregyenesdetalle y la imagen
aproximacion tendenciao residudy’.

El proceso es ejecutado con un algoritmo piranddaio se muestra en la Fig. 3-5:
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q 1|2 b— 5 g8
filas v i
q 2 1 >
A\ 4
p 1 |2 b—— » ¢
Ci —» v
q 1|2 —> ¢
A\ 4
p 2 1 >
\ 4
p 1 ]2 | — ¢
A\ 4
X Convolucién de filas o columnas con el filtto
2 1 Toma la mitad de las columnas
A\ 4
1 2 Toma la mitad de las filas
A\ 4

Figura 3-5: Esquema de la descomposicion Wavelet en dos diorags, con filtrop(n) y q(n).

Si la imagen original tiené? pixeles, cada imagea(x,y),d (x,y), d(x,y) y
d3(x,y) tiene (/2)? pixeles { > 0). Entonces, el nimero total de pixeles de una

representacion wavelet ortonormal sigue siehtjoes decir, la Transformada Wavelet no
incrementa el volumen de datos.

La Fig. 3-6 muestra la descomposicion de las tmégenes detalle y la imagen
tendencia en los niveles de resolucién 1, 2, 3.
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d;

d? d; Figura 3-6; Esquema de la descomposicion
Wavelet piramidal en dos dimensiones.

Al igual que en el caso unidimensional, una veewioia la matriz con las imagenes
detalle y la imagen tendencia, se puede aplicatas &l algoritmo inverso para reconstruir la
imagen originalcy(x,y). Ahora bien, si se aplica el algoritmo de recomsti@n solo a los

coeficientes wavelet de un determinado nivel delvesdn (por ejemplad’(x,y), d’(x,y) y

d?(x,y)), haciendo cero el resto de la matriz, se puecenstruir cualquier nivel de detalle

(por ejemplody(x,y)). De la misma manera, si se aplica el algoritmaeatonstruccion sélo a
los coeficientes de aproximacidmp(x,y), haciendo cero el resto de la matriz se puede
reconstruir la tendencia. Cada imagen detalléc,y) resulta de tres componentes
independientes en el dominio wavelet que dan cuntas detalles de la imagen original, en

el nivel i correspondiente, en las direcciones vertidal(x,y), horizontal d’(x,y), y
diagonald?(x, y), respectivamente.

Cada imagendi(x,y) resultante contiene una banda limitada del espede
frecuencias originales: especificamemtgx,y) y ci(x,y) contienen respectivamente la mitad
mas alta y mas baja del espectro de frecuencida oeagen original ydx(x,y) contiene la
mitad mas alta del espectro de frecuencias (@egy). Continuando con este proceso resulta:

Colx,Y) = di(X,y) + da(X,y) + ... + c(X,y) + Cp(X.Y) - (3.9)

La interpretacion de esta expresion, en términasndgenes, es que los detalles del
“fino al grueso” de la imagen estan contenidosdefx,y), ..., th(X,y), Y C(X,y) es el residuo de
la imagen originate(x,y) .

A continuacion mostraremos, mediante un ejemplo,ca@hportamiento de la
Transformada Wavelet piramidal, aplicando el algwni de descomposicion a varias
imagenes haciendo visibles detalles que son impgindes al ojo humano.
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3.2 Comportamiento de la Transformada Wavelet Pirandal

En lo que respecta a su sensibilidad, el ojo hunsocomporta de acuerdo a la
Ecuaciéon de Weber. Esta ley empirica afirma qua gae un detalle (o regid®) pueda ser
diferenciado visualmente con respecto a su entennona imagen, el cociente entre el valor
absoluto de la variacién de intensidAd] entreR y su entorno, y la intensidad del entorno
(l¢), no debe ser menor que una constancha constante generalmente toma el valor 0,02.
Es decir, debe cumplirse:

41|
—2C
le

(3.10)
para que la regioR pueda ser diferenciada de su entorno a simple. vist

De esta manera, si el entorho= 100, yc = 0,02, por ejemplo, entonces el ojo
humano solo podré percibir las diferencias de &mioe una region de interés y este entorno
cuando la diferencia entre ambAf supere, en valor absoluto, el valor 2. Asi, coamdyor
es el nivel de gris de una region, mayor debe aelferencia entre ésta y su entorno para
poder ser distinguida.

Para ejemplificar lo anteriormente expuesto, mostnas el analisis de dos imagenes
que contienen una serie de puntos enmascarados. &smplos fueron tomados de trabajos
desarrollados anteriormerif& en ellos las imagenes estudiadas fueron digii@diz en 8 bits
en escala de grises (256 tonos de gris) y no paseingun tipo dalistorsién estadistica
esto es, son imagenes generadas numéricamentaidsig, las cuales llamarempsrfectas

La primera es una imagen de fondo liso, con un tdeogris de valor medio
(valor = 125) sobre el que se superpusieron, erubitacion arbitraria, tres objetos. Uno de
estos objetos tienen un tamafio de un pixel de 1@8o El segundo objeto esta formado por
un conjunto de cuatro pixeles adyacentes con ueasidad levemente superior al fondo (tres
de valor = 128 y uno de valor = 130). Por ultimbtegcer objeto es un cuadrado de &
pixeles de valor = 130 (Imagen 3-1 (a)). Al aplicaresta imagen el algoritmo de
descomposicion Wavelet con DAUB12 y DAUB20, se @i la correspondiente matriz de
coeficientes de los niveles dietalle y tendencia Luego, utilizando los coeficientes detalle
di(x,y) del primer nivel de resolucion de esta matrizhaciendo cero el resto de los
coeficientes, reconstruimos el detalle de nivetd las imagenes 3-1 (b.1) y (b.2) se muestra
este nivel de detalle para las dos bases. Lassidtates de algunos pixeles de la imagen
reconstruida podrian mostrar valores negativosn@uasto sucede, se reescalan entre 0 y
255 las intensidades de los pixeles comprendidas eh valor negativo mas grande y el
positivo mas alto. De esta manera, aplicando ahmigrocedimiento a los siguientes niveles
de resolucion, se pueden reconstruir los sucesivetes de detalle. De la Imagen 3-1 (c) a la
Imagen 3-1 (e), se muestra la reconstruccion dmadgen de los detalles 2 al 3 y la imagen
tendencia para DAUB12 y DAUB20. Las imagenes 3-1)(¥ (f.2) corresponden a la
reconstruccién de la imagen original sin tener ernta la tendencia para ambas
descomposiciones, es decir, la imagen formadacsidos detalles obtenidos en cada nivel
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posible de descomposicién, o Suma de Detallesedtiltado final es que no sdlo los objetos
son puestos en evidencia con total claridad, simosg muestran con sus diferencias tonales.

La informacién de los objetos de menor tamafio estdenida en los niveles de
detalle 1 y 2, segun se puede observar en estelejefsto se debe a la caracteristica
adaptativa de las bases wavelet. Por ejemplofdaniacion correspondiente al objeto de un
pixel se encuentra mayoritariamente en el nivebetlle 1 (en la base DAUB20 es mas
notable) mientras que la informacion de los objeod y 8x 8 pixeles esta distribuida en los
niveles de detalle superior.

De acuerdo a los resultados obtenidos en este kjepgdemos deducir que si se
reconstruye la imagen Suma de Detalles sin teneuenta el primer nivel de resolucién (el
gue contiene informacién de los detalles mas finde altas frecuencias) la imagen resultante
estara formada mayoritariamente por la informadéhobjeto de mayor tamafio, con lo cual
los objetos mas pequefios apareceran borrosos defiratdos. Los demas objetos apareceran
con posibles distorsiones en sus bordes de aca¢tdmano en pixeles que posean, esto se
debe a que al desechar el primer nivel de detathbién se esta descartando informacion de
los detalles finos de estos otros objetos. En reggenes 3-1 (g.1) y (9.2) se muestra el
resultado de desechar la informacién contenidal g@wimer nivel de detalle. Para la base
DAUB12 no es posible observar una diferencia sasgren lo que a definicion se refiere,
entre el elemento de un pixel y el de cuatro pxdiesto es asi debido a que la informacion de
los objetos méas pequerios esta distribuida entrddssiveles mas bajos. En cambio, para la
DAUB20 el objeto de un pixel aparece totalmentedsw frente al de cuatro, el cual aln es
detectable. Como era de esperar, en ambos cabaspegdido totalmente la definicién de los
bordes en los objetos. Para el objeto de mayorftanpaacticamente no hay diferencias
sustanciales entre ambas bases y aun es posiiihgdisperfectamente su forma geométrica.

Sobre la base de estos resultados, es posibleeohtea herramienta para disminuir
considerablemente la mayor fuente de ruido conteuith imagen digitalizada. Este ruido es
debido a las fluctuaciones estadisticas originadaante el proceso de impresion de la placa
radiogréfica (distribucién estadistica de cristades plata, fluctuaciones estadisticas en la
emisién y absorcion de rayos X, envejecimiento aeplaca, etc.) y, luego, durante la
digitalizacion de la imagen (fluctuaciones estachist del arreglo de fotodetectores). En
general este ruido no esta estadisticamente coorédo y las fluctuaciones promedio son
de tres o cuatro niveles de grises. Por lo taatoichdgenes reales distan mucho de la imagen
perfecta aqui presentada, con lo cual, al desedh@imer nivel de detalles se desecha gran
parte de la informacién que da cuenta de este Rlido
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125| 125| 125 125 125 b
125 | 125| 125| 12§ 12% 12b
125 | a | 125| 125| 125 125
125 | 125| 125| 12§ 12% 12b
125 | 125| 125| 12§ 12% 12b
125 | 125| 125] 12§ 12% c

Imagen &1 (a): Imagen original con un
nivel de gris de 125 para el fondo vy tres
objetos de diferentes tamafios (a, b, c) de
intensidad levemente superior.

Imagen =1 (b.1): Detalle
del nivel 1, con DAUB12.

Imagen -1 (c.1): Detalle
del nivel 2, con DAUB12.

Imagen 3-1 (b-2):
Detalle del nivel 1, con

DAUB20.

Imagen -1 (¢-2): Detalle
del nivel 2, con DAUB20.

Imagen =1 (d.1): Detalle
del nivel 3, con DAUB12.

Imagen 3-1 (d-2):
Detalle del nivel 3, con
DAUB20.

Imagen -1 (e-1): Imagen
Tendencia, con DAUB12.

Imagen &1 (f-1): Suma de
Detalles. Reconstrucciéon de
la imagen original
eliminando la Tendencia, ct

Imagen &1 (¢-1): Imagen

Suma de Detalles
reconstruida eliminando el
primer nivel de Detalle y la
Tendencia, con DAUB1
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Imagen 1 (e-2): Imagen
Tendencia, con DAUB20.

Imagen 1 (f-2): Suma de
Detalles. Reconstruccién de
la imagen original
eliminando la Tendencia,
con DAUB20.

Imagen =1 (g-2):
Suma de Detalles reconstruida
eliminando el primer nivel de

Detalle y la Tendencia, con

DAUB20.

Imagen

En la Imagen 3-2 (a) se presenta un fondo gengradana funcion senoidal, con
tonos comprendidos entre [194,212]. Sobre ésteaupergusieron 5 puntos en cruz, de un
pixel cada uno y de intensidad levemente inferratdr = 180). La Imagen 3-2 (b) muestra la
matriz de coeficientes. Los resultados obtenidogdeconstruccion de cada nivel de detalle
y de la reconstruccion de la tendencia, calculattbda misma forma que para el primer
ejemplo y utilizando la DAUB20, corresponden a llaggenes 3-2 (c), (d), (e), (f), (g). La
Imagen 3-2 (h), Suma de Detalles, muestra clarariesat5 puntos que en la imagen original

estaban enmascarados.

flf | f|F | f]f|f
flf | f|F | f]f|f
f | f | f |180 f | f | f
f | f [180/180{180| f | f
f | f | f |180 f | f | f
flf | f|F | f]f|f
flf | fF | f]f|f

Imagen -2 (a): Imagen original con el
fondo generado por una funcion f =

seri][194,212] vy

intensidad levemente inferior.

Imagen 2 (b): Matriz de
coeficientes. Se
claramente

cada componente de
detalle

cinco

observa
la orientaciéon de
cada

puntos de

r'r |
X
| j"T"I'

Bl

i e
"FI

o
-
ﬁ';r'-* i

i

Imagen 3-2 (c):Detalle del nivel 1.

Imagen -2 (d): Detalle del nive
2.
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Imagen 3-2 (e):Detalle del nivel 3. Imagen Z-2 (f): Detalle del nivel Imagen 3-2 (g):Tendencia.
4.

Imagen 2 (h): Suma de Detalles.
Reconstruccion de la imagen original
eliminando la tendencia.

Estos ejemplos muestran la sensibilidad del méemda deteccion de pequefios
cambios de tono, practicamente imperceptibles angate en las imagenes. Se observa que
la mejor definicidn de los objetos ocultos ocumeeénivel de resolucion en que el tamafio de
la wavelet es comparable con el tamafio de los asbjeEn Ordenes superiores de la
descomposicion, el tamafio de la wavelet aumengaimagen de los objetos se distorsiona.
Pero la informacién contenida en estos nivelesrsugs de detalles o detalles “mas gruesos”
contiene la informacion necesaria para recompananagen original, como se aprecia en la
imagen Suma de Detalles.

Para imagenes mas complejas se observa que atralgoealza cada particularidad
de la imagen en un determinado nivel de detallepocse aprecia en el ejemplo de las
Imagenes 3-3.
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Imagen 3-3 (a):Imagen original. Imagen -3 (b): Matriz de coeficientes
luego de la primera iteracién del
algoritmo de descomposicion.

Imagen -3 (c): Matriz de coeficientes Imagen -3 (d): Matriz de coeficientes
luego de la segunda iteracion. luego de la Ultima iteracion.

Imagen 3-3 (e):Detalle del nivel 1

Imagen 3-3 (f): Detalle del nivel 2
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Imagen 3-3 (g):Detalle del nivel 3 Imagen 3-3 (h):Detalle del nivel 4

Imagen 3-3 (i): Tendencia. Imagen &3 (j): Suma de Detalles.
Reconstruccién de la imagen original
sin la tendencia.

Resumen

En este capitulo hemos descrito el algoritmo pidamipor el cual es posible
descomponer y reconstruir un vector (y su geneitin bidimensional) en una base Wavelet
de Daubechies ortonormal, asi como también su mgiacion y desarrollo numérico,
haciendo un estudio de eficiencia y estabilidad.

Se han presentado ejemplos que ilustran el compeamdo de la Transformada
Wavelet sobre imagenes con leves variaciones @bjtultos) inapreciables al ojo humano,
obteniendo resultados satisfactorios. En estos pigmmpodemos observar el gran poder
adaptativo de las funciones Wavelet.

De los resultados obtenidos con imagenes perfaataitares a las presentadas en
este capitulo se puede inferir que, para imageremles, es posible disminuir
considerablemente el ruido estadistico (no con@baclo) producto de la obtencién de una
placa radiogréafica y su digitalizacion. Si el nidel resolucion utilizado para la digitalizacién
de la mamografia es lo suficientemente alto, lardifcia entre pixeles contiguos se debe
principalmente a la existencia del ruido y no gptasencia de un verdadero detalle. Al
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reconstruir la imagen sin el nivel de detalle 1eé contiene las mas altas frecuencias) es
posible eliminar, en principio, gran parte de kimacion debido a este ruido aleatdflo

En el préximo capitulo se describira el Algoritme @ransformada Wavelet con
Estructura de Arbol, el cual, a diferencia del atgwo piramidal descrito, descompone no
solo la tendencia para un nivel dado de escala, gire también descompone los distintos
detalles. Esta transformada sera aplicada en &inpoocapitulo para la descomposicion de
texturas, y se describiran dos algoritmos parsakifecacion de las mismas.
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