Sistemas Deductivos

»Naturaleza sintactica, combinatoria

»En general axiomas + reglas de inferencia - teorema

»Demostracion o prueba: secuencia finita de pasos, d e
aplicaciones de reglas de inferencia.

»Conexion con el concepto semantico de consecuencia

»Correccién, completitud, decidibilidad
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Sistemas Deductivos

Demostracion de formulas

Demostracion de férmula A es una sucesidn finita de formulas F |, F,,
.., F,, todas védlidas, tales que:

1) Cada férmula F ; es un axioma o teorema ya demostrado, o una
férmula obtenida de las anteriores aplicando alguna regla de
inferencia.

2) La ultima férmula de la sucesion F | es la férmula a demostrar A.

A es entonces un teorema del sistema
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Sistemas Deductivos

Demostracion de deducciones

- Un argumento o deduccidn tiene la formaP |, P,, ..., P, - Q
- P; son hipétesis y Q es la conclusion

Demostracién de la validez de un argumento es una s  ucesion finita de
formulas F , = P, F,= P,, ..., F, = P, F.1, Friay Fy = Q, todas validas,
tales que:

1) Cada formula F,; es una hipotesis, un axioma o teorema ya
demostrado, o una formula obtenida de las anteriore s aplicando alguna
regla de inferencia.

2) La dltima féormula de la sucesion F
argumento.

m = Q es la conclusion del

Se dice entonces que Q se deducede P, P,, ..., P,
P, P, ... P |-Q
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Sistemas Deductivos

- Axiomatico: conjunto de axiomas y conjunto de reg| as de inferencia
Ejemplo :
Axiomas : Regla de inferencia :
-A - (B - A A
A-B

|- (FA = 2 B) = (B = A)
|- (A - (B-C)-(A-B)~(A-C)

- Deduccion natural (Gentzen): sin axiomas y con var  ias reglas de
inferencia
Algunas reglas de inferencia
AOB A 0B 2 -A A

A B A AOB
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Sistemas Deductivos

- Resolucién:
v'lnica regla de deduccion (sin axiomas)
v'facil implementacién

v'deduccion por refutacion
EB siysolosi B es contradiccion

A EB siysolosi{A, -B}esinsatisfacible (A={A A, ..,A})

v'formulas en forma normal conjuntiva
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Formas Normales

v FORMA NORMAL DISYUNTIVA (FND)

Unaformula Aestaen FNDsiA= V C, C, clausulas duales

i=1,..n

Cada C, tiene la forma

C, :/\|ij |ij literales
j=1,..m
Ejemplo :
A= (p - q) - I
= —|(—|p Dq) Or
=p O-qgdr

v FORMA NORMAL CONJUNTIVA (FNC)
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Resoluciéon

FORMA NORMAL CONJUNTIVA (ENC)

Una férmula A estaen FNCsiA= A C, C, clausulas

i=1,...n

Cada C; tiene la forma

C =V l; literales
j=1,..m
FORMA CLAUSULAR

A en FNC se puede escribir cl(A)={C ,,C,, ...,C,} C, clausulas
ClausulaC =1, 0l,0... 01,  se escribe C={l ., L, ...lg}

Clausula unitaria_: clausula con un solo literal C ={1}

Eiemplos: -p es clausula unitaria y q también

Ciencias de la Computacién Il - Filminas de Clase —M  g. Virginia Mauco — Facultad Cs. Exactas — UNCPBA - 200 9

Resolucidon

Ejemplo
A=(p-0q ~r

=-(-p Oq) Or

=p O-q0Or
FNC(A) = (p Or) O(=q Or)

Cl(A)={C,,C,}={p Or,~g Or}
siendoC , =p Or y C,=-=q0r

También se puede escribir

C.={p, 1} y C,={=q,r} p.r, =q literales

Cl(A) ={{p, 1. { ~q, r}}
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Resoluciéon

Clausula satisfacible

C={,1l, .. 1,} essatisfacible por una valuacion v siy sélo si
laférmulal , OI, O... O1,, es satisfacible por v.

Es decirv(l )=1paraalgun!;0C

Férmula en FNC satisfacible

AenFNC,A={C,C,, ..., C,}, es satisfacible por una valuacion v

siysolosilaformulaC ,0C, O...OC, es satisfacible por v
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Resolucidon

Formula satisfacible

Una férmula A es satisfacible si y sé6lo si la forma cl  ausular
asociada, cl(A) ={C ,, C,, ..., C,}, es satisfacible.

Clausula vacia

C ={} (conjunto de literales es vacio)

Se denota también con Oy es insatisfacible

Conjunto de clausulas S

-Si S =0 entonces S es satisfacible (S conjunto vacio de clau  sulas)

-SiS={{}}={ O} entonces S es insatisfacible (S contiene Unicament, _e
la clausula vacia)
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Resoluciéon

Resolvente

Dada la forma clausular A={p 0O-q,q Ot}
Sea v una valuacion

v(g) =0 paraque v(q O-=t)=1debe ser v(t) =0 (depende de t)

v(g) =1 paraquev(p O-=q)=1debe ser v(p)=1 (depende de p)

A={p O=q,q O~t} es satisfacible si y sélo si
p O-qg y q O~t son satisfacibles siy sélo si

p 6 =t es satisfacible

N _/

Satisfacibilidad de A dependedep [0O-t Asepuedereducirap 0O-t
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Resolucidon

Definicién de Resolvente

Sean C,y C, clausulas. Supongamos que|l OC,ylcOC,
La resolvente de C ,y C, es la clausula

Res(C,, C,) =(C,-{1} O(C,-{lI})

Ejemplos

Res(p O-q,q O=t)=p O-t

Res(~q,q) =0

Cuidado

Res(p O=q,q O=p)=p O-=p resolviendo sobre q

Res(p O-q,q O=p)=-q9 0Oq resolviendo sobre p
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Resoluciéon

Regla o principio de resolucién

Determinacion de la resolvente de un par de clausula s
Dadas C, y C, clausulas tales que | O C;y Ic O C, se denomina
resolucion a la regla
C, C,
(C-{I'h O(C,-{I°}

Teorema

La regla de resolucion preserva la satisfacibilidad . Es decir, si una
valuacion satisface un conjunto de clausulas, tambi én satisface cualquier
resolvente de un par de ellas.
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Resolucidon

Deduccioén por Resolucion

Sea S un conjunto de clausulas y C una clausula.

Una deduccion por resolucién de C a partir de S, S |- C, es una
sucesion finita de clausulas C 4, C,, ..., C, tales que
1)C,=C
2) Para 1l <i < n se cumple que
a)C,0so

b) Existen clausulas C ;, C, con j, k < n tal que Res(C , Cy) = C;

Refutacion de un conjunto de clausulas

Sea S un conjunto de clausulas. Una refutaciéon de S es una
deduccion por resolucion de O a partir de S.

En simbolos S| O
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Resoluciéon

Teorema:

Sea S un conjunto de clausulas. Entonces S| —gOsiysélosiSes

insatisfacible.

Ejemplo :

DeterminarsiS={p 0Oq, =p Or, =q Or, =r, p Ot} es satisfacible 0 no

1)pOq
2)ap Or
3)-q Or
4) ar

5) p Ot
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6) Res(1,2) =q Or Como S |- O
7) Res(3, 4) = =q

8) Res(7,6) =r U
9) Res(8, 4) = 00 S es insatisfacible

Resolucidon

En una deduccién por resolucion:

- una clausula puede ser utilizada mas de una vez

- puede haber clausulas que no se utilicen

- siempre se usa un conjunto finito de clausulas

Teorema:

Sea S un conjunto de clausulas y C una clausula.

Entonces S | —; C si y solo si existe un subconjunto finito S
S,O0Stalque S, |-rC
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Resoluciéon

v El método de resolucion es completo, correcto y dec idible.

Dados TO{A} OF,

Teorema de Completitud
SiT kA entoncescl( I O{-~A}) | O

Teorema de Correccion _:
Sicl(T) |- cl(A) entonces T A

Decidibilidad :

Existe un algoritmo para decidir si una férmula es deducible a
partir de otras (Algoritmo de Davis-Putnam)
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Resolucidon

Corolario :
EA siysdlosi cl( ~A) | O

Corolario :
Sea S un conjunto de clausulas.

S |-g Osiysoélosi S esinsatisfacible

Método para determinar si una férmula A es tautolog ia:

1) Negar la formula.
2) Calcular cl( = A).

3) Usar resolucién para determinar sicl( =A) |-x O

Ejemplo: Determinar si |=(p -nNd(@-5s)-((pOqg-rds)
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Resoluciéon

Método para determinar si una deduccién semantica e s valida :
Dados T'O{A} OF,

Para determinarsi T FA
1) Negar la conclusién (A)
2) Calcularcl( T O{=A})

3) Usar resolucion para determinarsicl( 'O {=A}) | 0O

Sic(Fd{=A})|-x O entonces T |=A (deduccién semantica es valida)

Sicl(F O{=A}) |7{q O entonces I'%A (deduccion semantica no es valida)

Ejemplo:
Determinarsi p - q Or, ~(s Ot),q « s Ot F=p
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Resolucidon

Clausulas de Horn :

- Como maximo un literal positivo

- Pueden ser de la forma:
1) =p, 0-p,0..0-p,0g=p,0p,0...0p, - q (reglas)
2)q (hechos)
3)=p, 0-p,0..0-p, ==(p, Op,0O...0p,)

Ejemplos:
1)-p O-q O-=r0Os 2)s 3) -p O-g

Resolucién unitaria: _ en cada paso interviene una clausula unitaria

Si S es un conjunto de clausulas de Horn insatisfaci ble entonces
existe una refutacion unitaria de S.
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Resoluciéon

Algoritmo de Davis-Putnam _ (sistematiza proceso de resolucion):

Sea S conjunto finito de clausulas y{p , p,. ..., p,,} conjunto de variables
proposicionales que ocurren en clausulas de S.

1)Sea$S, =S

2)Seai=1

3) Repetir hastaquei=n+1 (n nro. var. proposicionales)
4)Sea S =S,-{C} Cesclausulaquetienely | ¢, lliteral

5) Elegir una variable p ; y definir el conjunto de clausulas que contienen p i
T,={COS"p;0Co-p,OC}

6) Calcular el conjunto de resolventes de paresde c  lausulasen T ,
R, ={D:existenC ,0{p},C,O0{-p}0OT,y

D=Res(C,O{p}, C,0{~ph}
7) Definir el conjunto S, = (S -T;) OR,
8)Seai=i+1
9) Volver a 3)
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Resolucidon

- Como la cantidad de variables en S es finita (n), en n+l pasos, como
maximo, se eliminan todas las variables.

- S,,.; es el conjunto final o solucion y puede ser solo un o de los siguientes:

S..;={0} esdecir S |[-R 0 = S esinsatisfacible

S, =0 es decir S /]/R 0 = S es satisfacible
Ejemplo :

DadoS={-p0O~-~q0Or,p0Or0ds,~p0Oqg,~s,r,~s0Op0Os}

Aplicando el ADP detérminar si S es satisfacible o no
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Resoluciéon

Ejemplo :
DadoS={-p0O-qg0Or,pOr0ds,-p0Oqg,~s,r,~nsOp0Os}
1)S,=S

2)i=1

J)i<n+1
4)S,'=S,—-{-s0Op0Os}={-p0O-qOr,p0Or0ds,-p0Oqg,~s,r}
5) Elijo p

T,={-p0O-9g0r,p0Or0ds,~p0dqg}
1 2 3

6)(1,2)~q0Odr0Os (2,3)r Os Oq
R,={-q0Or0Os,rOs0Oq}

7)S,=(5,/-T,)O0R; ={~s,r}0{-q0Or0Os,r OsOq}
S,={~s,r,~q0r0Os,rOs0Oq}
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Resolucidon

4)S,=S,={~s,r,~q0Or0s,rOs0q}
5) Elijo s

T,={-s,~q0OrOs,rOs0Oq}

6) R, ={-q0Or,r0Oq}
7)S;=(S,-T,)OR, ={r,~q0Or,rdq}

4)S; =S;={r,~q0r,r0Oq}

5) Elijor
T;={r, ~q0Or,r0Oq}
6)R,=0

7)S,=(S;-T;)OR; =0
ParaS={-p0O-q0Or,pOr0Qs,~p0Oqg,~s,r,~-s0Op0s}
el resultado de aplicar el ADP es 0, por lo tanto

Sk O =S es satisfacible
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