Forma Clausular

Formas Normales :

v Literal: férmula atémica o negacién de férmula atémica

Un literal se denota con | y su complementario con I°
Ejemplo:

L=<{P, Q}, {f}, {c}> P binario, Q unario, f unaria
I, =P(c, f(c)) 1,=1,¢==P(c, f(c)) l;==P(X,y) I, =15 =P(x,y)

Forma Normal Conjuntiva _(EFNC) : es una conjuncion de
disyunciones de literales

Forma Prenexa : es una conjuncion de disyunciones de literales con la siguiente
forma

Prefijo Matriz

Q, cuantificadores  Libre de cuantificadores, en FNC
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Forma Clausular

Ejemplo de formula en Forma Prenexa

OxDy((P(x, €) DQ(Y)) U-P(x,y) O (Q(f(C)). 0=P(c, X))

Coémo llevar una fdrmula a Forma Prenexa

1) Renombrar variables si es necesario
OxA(X) = OyA(y) XA(X) = yA(y) Yy ho es variable de A

2) Eliminar implicaciones
A-B=-A0B

3) Hacer que la negacion aparezca inmediatamente antes de una
férmula atdmica
—|(A DB) =-A0-B
—|(A DB) =-A0-B
--A=A
= OxA(x) = X~ A(X)
= XA(X) = Ox-~A(X)
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Forma Clausular

Cdémo llevar una férmula a Forma Prenexa

4) Escribir todos los cuantificadores al principio
OxA(x) OB = Ox(A(x) OB) x O Var(B)
OxA(x) OB = Ox(A(x) OB) x O Var(B)
XA(X) OB = [X(A(X) OB) x O Var(B)
XA(X) OB = [X(A(X) OB) x O Var(B)

5) Aplicar la ley distributiva
AOBOC=(A0OB)O(AOC)

Ejemplo
F = XP(x, c) OOxP(x, c) OOxP(c, x) - Ox OyP(x, y)

Aplicando los 5 pasos anteriores, se obtiene F* en forma prenexa F" = F

F = OxCzCud =P(x, ¢) OP(w, y)) O(=P(z, ¢) O-=P(c, u) OP(w,
w(( (x, ¢) OP(w, y)) O(=P(z, c) (c, u) OPW, y)))

Prefijo Matriz libre de cuantificadores, en FNC
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Forma Clausular

Clausula :

Es una sentencia escrita en forma prenexa que en el prefijo sélo tiene
cuantificadores universales y la matriz es una disyuncién de literales

Ox, Ox, ... Ox, (I, OL,O... O1)) | literales

Prefijo Matriz — Disyuncién de literales

Forma clausular (o clausal)

Una férmula estd en forma clausular (o clausal, o forma normal de
Skolem) si es una conjuncién de cladsulas

Ox, Ox, ... Ox, (C,0C,0...0C,)

C, clausulas y x,,x,, ..., X, variables que ocurrenen C,0C,0... OC,,
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Forma Clausular

Toda variable esta cuantificada universalmente = se omiten cuantificadores

A=0x, Ox, .. 0Ox,(C,0C,0..0C,) A={C,,C, .., C,} forma clausular

Ejemplo
A = OxOy(P(x, y) O(=P(f(a), x) OP(f(x), a)))

A={P(x,y), ~P(f(a), x) OP(f(x), a) }
A =[OxyP(x,y) estaen forma prenexa pero NO en forma clausular

A" = OxP(x, f(x)) esta en forma clausular pero Ay A" NO son equivalentes
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Forma Clausular

Teorema de Skolem

Sea A una sentencia. Entonces existe una férmula A" en la forma normal
de Skolem tal que existe un modelo M de A si y sélo si existe un modelo
M” de A", es decir A es satisfacible si y solo si A" es satisfacible.

En simbolos A = A’

Para construir A", a partir de A en forma prenexa, se deben eliminar los
cuantificadores existenciales, teniendo en cuenta:

1) Sila formula es de la forma A = Oy, 0y, ...0y, X M(X, Yy, Yo, --s Vi)
- se define un nuevo simbolo de funcion f de aridad n
- se reemplaza toda ocurrencia de x por f(y;, Yo, ..., ¥y)

A= 0y, 0y, ..0Y, M1, Y20 o0 V)i Y1 Yoo - Vi)

2) Sila formula es de la forma A = [(XM(x)
- se reemplaza toda ocurrencia de x por una nueva constante a

A" =M(a)
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Forma Clausular

Ejemplo:

Sea A = [XP(x, ¢) OOxP(x, ¢c) OOxP(c, x) -» Ox yP(x, y) C constante
En forma prenexa

A = DxZOuOwDy( (=P(x, ) OP(w, y)) O(=P(z, c) O-P(c, u) OP(w, y)))

Dos formas clausulares a partir de A
A" = OxOw( (=P(x, ¢) OP(w, f(x, w))) O(=P(g(x), c) O=P(c, h(x)) OP(w, f(x, w))) )

A" = OxOw( (=P(x, c) OP(w, f(w))) O (=P(a, ¢) O=P(c, b) OP(w, f(w))))
(sin pasar por la forma prenexa, en general se obtienen funciones de menor aridad)

Corolario del Teorema de Skolem
Sea A una férmula. Entonces A es insatisfacible o contradictoria si y solo si
cualquier forma clausular asociada es insatisfacible.

!

Método para determinar validez de una féormula
(A es légicamente valida si y s6lo si = A es contradictoria)
= A es contradictoria si y sélo si cualquier forma clausular de = A es insatisfacible)
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Modelos de Herbrand

| Dificultad de Légica de Predicados - definicién de modelos basada en
conjuntos arbitrarios

N Teoria para construir modelos en forma canonica - Modelos de Herbrand

Modelos de Herbrand :

v’ se construyen a partir del conjunto de términos cerrados de un lenguaje
de primer orden

v’ permiten definir un método para determinar si una férmula es légicamente
vélida o no.
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Modelos de Herbrand

Dado L =< R, F, C >, lenguaje de primer orden

El conjunto de los términos cerrados de L se llama

UNIVERSO DE HERBRAND U(L)

1) Sic OCentoncesc OU(L)

2) Sity,t, ...,t, OU(L)yfes un simbolo de funcién n-ario
entonces f(t ,, t,, ..., t,) OU(L)

Si C = 0O, U(L) se inicia con un nuevo simbolo de constante c.

Ejemplo :

L, =<{P,Q},{},{a}> P binario, Q unario Ui, ={a}
L, =<{P, Q}, {f}, {a, b} > P binario, Q unario f unaria

U(L,) ={a, b, f(a), f(b), f(f(a)), f(f(b)), ... }

Ciencias de la Computacién Il - Filminas de Clase —M  g. Virginia Mauco — Facultad Cs. Exactas — UNCPBA - 200 9

Modelos de Herbrand

Dado L =< R, F, C >, lenguaje de primer orden
El conjunto de las férmulas atomicas cerradas de L se Il ama

BASE DE HERBRAND B(L)
B(L)={P(t,,t,, ..., t,) : t; OU(L) y P predicado n-ario}

Ejemplo :

L, =<{P, Q}, {},{a} > P binario, Q unario

ULy ={a}

B(L) ={P(a, a), Q(a) }

L, =<{P, Q} {f}, {a, b} > P binario, Q unario f unaria

U(L,) ={a, b, f(a), f(b), f(f(a)), f(f(b)), ... }

B(L,) ={P(a, a), P(a, b), P(b, a), P(b, b), P(f(a), f (b)), P(f(f(a)), f(f(a))), ...
Q(a), Q(b), Q(f(a)), ...}
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Modelos de Herbrand

Se definen conceptos analogos para clausulas. Sea S conjunto de
clausulas:

UNIVERSO DE HERBRAND DE S U(S) conjunto de términos cerrados de S

1) Sic es simbolo de constante que aparece en S entonces c O u(s)

2) Sity,t, ...,t, 0U(S)yfes un simbolo de funcidén n-ario entonces
f(ty, ty, ..., t,) OU(S)

BASE DE HERBRAND DE S B(S) conjunto de las formulas até  micas
cerradas de S

B(S) ={P(t,, t,, ..., t,)) : t; O U(S) y P predicado n-ario que aparece en S}

Importante : La Base de Herbrand est4 formada por todas___las instancias
de formulas atémicas de S donde los términos se toman de u(s)

Ejemplo :
S={Q(a) U-Q(x), R(b, y) UR(a, b) }
uis)={ab} B(S) ={ Q(a), Q(b), R(a, a), R(a, b), R(b, a), R(b, b) }
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Modelos de Herbrand

Dado L =< R, F, C >, lenguaje de primer orden (0 S conjunto de clausulas)
Sea M,,; =< D, RP, FP, CP > donde

*D=U(L) (U(S)) (eldominio es el conj. de términos cerrados de L (S))

D —
e Paracadac OC, cP=c interpretacion de

términos es fija
sParacadaf OF, fP(t,t,, ...,t,) =f(t,° t,° ...,t.,P)

« Para RP se elige un subconjunto de férmulas atémicas de B(L ) (B(S))
Sea Y O B(L) (B(S)). Si P(t ,, t,, ..., t,) OB(L) (B(S)) entonces
My EP(ts, thy o th) o Plty, tyy oo t,) DY
Sea A una férmula o un conjunto de clausulas.

Una estructura o modelo de Herbrand M es un modelod e
Herbrand para A si es un modelo de A, es decir M |= A
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Ejemplo

Sea el conjunto de clausulas
S={-Q(x, a) OP(f(b)), =P(@)} a, b constantes

U(S) ={ a, b, f(a), f(b), f(f(a)), f(f(b)), ... }

B(S) ={ P(a), P(b), P(f(a)), P(f(b)), P(f(f(a))), P (f(f(b))), ...,
Q(a, a), Q(a, b), Q(b, a), Q(b, b), Q(a, f(a)), Q(a., (b)), ... }

Sea Y = { P(f(b)), Q(a, b), Q(b, a) } Y OB(S)
Probaremossi M (H) |= S

Esdecir M (H) F (=Q(x, a) OP(f(b))) O -=P(a)
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Ejemplo

Y ={P(f(b)), Q(a, b), Q(b, a) }
SMy(H) F (-Q(x, a) OP(f(b)) O =P(@)  «

My(H) F ~Q(x, a) OP((b)) y  MyH) E-P(@)
S>My(H) F-P@) « P@OY Y

=>My(H) F =Q(x, a) OP(f(b)) o
M,(H) F ~Q(x, a) [d] paratodod TU(S) 6 M(H) [ P(f(b))

My (H) |= =Q(x, a) [d]paratodod OU(S) « Q(d,a) OY paratodod O U(S)
My(H) [ P(f(b)) « P(f(b)) OY v
Entonces S={ =Q(x, a) OP(f(b)), =~P(a)} tiene un modelo de Herbrand
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Teoria de Herbrand

TEOREMA DE HERBRAND::

Sea S un conjunto de clausulas. Entonces S tieneunmo  delosiy
sélo si S tiene un Modelo de Herbrand.

Es decir,
S no tiene modelos si y s6lo si S no tiene Modelos de Herb  rand.
S es insatisfacible si y sélo si S no tiene Modelos de Her  brand.

S={-=Q(x, a) OP(f(b)), =P(a)} tiene un modelo de Herbrand
entonces S tiene un modelo, es decir S es satisfaci ble
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Teoria de Herbrand

En general, el Teorema de Herbrand no es valido para for  mulas.

Ejemplo A=P(a) OK~P(x) a constante
U(A) = {a} B(A) ={P(a) }

Dos posibles MH: Y ;=00 y Y,={P(a)}

My(H) F ~P(a) Myo(H) FP(2)
En MYl(H)/If P(a) entonces M y,(H) FA

En My,(H) |= P(a) entonces M y,(H) - P(a)
My,(H) # k = P(X) y entonces M ,(HYEA

Por lo tanto A no tiene Modelos de Herbrand
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Teoria de Herbrand

Pero A=P(a) Ok-P(x) tiene modelos

D={0, 1} ab=0 PP={0}
Como 0 PP entonces M |= P(a)

Comol1l OPP enM FP(l) y entonces M |=D< - P(x)

Por lo tanto M |=A

El Teorema de Herbrand no es valido para férmulas.
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Teoria de Herbrand

Teorema de Skolem :

Sea A una sentencia. Entonces existe una férmula A’ en forma
clausular o forma normal de Skolem tal que A es sati  sfacible si y
s6lo si A’ es satisfacible (A =A").

Teorema de Herbrand :

Sea S un conjunto de clausulas. Entonces S tiene un modelo si y
sélo si S tiene un Modelo de Herbrand.

Es decir, S no tiene modelos si y sélo si S no tiene Modelos de
Herbrand.
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Teoria de Herbrand

Teorema:

Sea A una sentencia. Entonces las siguientes condic  iones son
equivalentes:

v A es légicamente valida (o valida)

v/ = A es insatisfacible (o contradictoria)

v’ Cualquier forma clausular de = A es insatisfacible

v’ Cualquier forma clausular de = A no tiene Modelos de Herbrand
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Teoria de Herbrand

Método para determinar si una sentencia A es valida
1) Obtener =A

2) Obtener una forma clausularde =A (cl(=A))

3) Estudiar sicl( =A) tiene o no Modelos de Herbrand:

v Sicl(=A) no tiene Modelos de Herbrand,
cl(=A) es insatisfacible EA es vélida

X Si cl(=A) tiene Modelos de Herbrand,
cl(=A) es satisfacible ‘A no es valida
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Teoria de Herbrand

Ejemplo : Determinar si A es valida
A= XA(X) OkB(x) - Ox(A(x) OB(x))

a) Usando Modelos Aesvalida o paratodo modelo M, M |= A

Sea M un modelo arbitrario.

SienM F'DxA() OOyB(y) entonces M A

SienM |=D<A(x) O0OyB(y) debemos probar M |= Z(A(z) OB(2))
Seand, d,0D talqueM FA;) 6 M EB(,) (porhipotesis)
Luego, si M |=A(d ;) entonces M |=A(d 1) O0B(d,)

siM EB(d, entoncesM AW, OB(d,) A esvalida
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Teoria de Herbrand

Ejemplo : Determinar si A es vélida
A= [XAKX) OXB(X) -» X(A(X) OB(x))
b) Usando propiedad: Aesvélida « cl(=A) es insatisfacible
A =-(KAKX) OO/B(Y) - [z(A(z) OB(2)))
=-(~ (XAKX) O0/B(Y) ) O(Az) OB(2)))
= (XA(x) O0/B(y)) O- (A(z) OB(2))
= (XA(x) O0/B(y)) 00Oz =(A(z) OB(2))
= (XA(x) O0/B(y)) 00z (= A(z) O~ B(2)

= (A(a) OB(b) ) OOz (= A(z) O~ B(2)) a, b constantes
=0z ((A(a) OB(b)) O- A(z) O~ B(2)) a, b constantes
cl(=A) ={A(a) OB(b), = A(z), = B(2) } a, b constantes
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Teoria de Herbrand

cl(=A) ={A(a) OB(b), = A(2), = B(2) } a, b constantes

Suponemos que existe un modelo M tal que M |= cl(=A)

Entonces se debe cumplir
= M [ A(a) OB(b) o MEA® oM EB®) y

>M - A@[d] 0Od:d OD y

>M [E-B@[d 0Od:dOD

Si M EA@ entoncesM F~A@R) y M- A@[d] Od:dOD

Si M |=B(b) entonces M lz/—- B(b) v M »|f—. B(z)[d] Od:d OD

Por lo tanto, no existe M tal que M |= cl(=A)
cl(=A) esinsatisfacible y A es vélida
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Teoria de Herbrand

Ejemplo : Determinar si A es vélida
A= [XAKX) OXB(X) -» X(A(X) OB(x))

¢) Usando propiedad:
Aesvalida « cl(=A) no tiene Modelos de Herbrand

cl(=A) ={A(a) OB(b), = A(z), = B(2) } a, b constantes

U(cl(=A)) ={a, b}

B(cl(=A)) = {A(a), A(b), B(a), B(b)} 2 #posibles MH
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Teoria de Herbrand

cl(=A) = {A(a) OB(b), - A(2), ~ B(2) } a, b constantes
Suponemos que existe Y O B(cl(=A)) talque M (H) F cl(=A)
My(H) F= A@) « My(H) F= A@Z)[d] Od:d OUS) « A@@), Ab) OY *
M,(H) F~B(z) « My(H) F=B(z)[d] Od:d OU(S) « B(a), B(b) OY **

M,(H) EA@) OB(b) « MyH) FA@ 6 My(H) EB(b)

MyH) FA@ « A@OY My(H) FB() « B(b)OY
contradice * contradice **

Por lotanto cl( =A) no tiene Modelos de Herbrand y
entonces A es valida
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P-satisfacibilidad

Clausula cerrada :
Clausula sin variables; los argumentos de los simbo los de
relacion son términos cerrados.

Eiemplo : C=P(a) OQ(a, b) a, b constantes

Definicién :

S conjunto de clausulas; P conjunto de términos cer rados.
P(S) es el conjunto de todas las instancias de clau sulas de S
donde las variables de S se sustituyen por términos de P.

Ejemplo :
S={R(x) OT(x,y), =R(b),R(a) O=T(a,z)} P={a,b} a bctes.

P(S) = {R(a) OT(a, a), R(a) OT(a, b), R(b) OT(b, a), R(b) OT(b, b),
-R(b), R(@) O~T(a, a), R(a) O~T(a, b) }
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P-satisfacibilidad

Definicién :

Sea S conjunto de cladusulas cerradas. S es proposi  cionalmente
satisfacible o p-satisfacible si S es satisfacible com 0 un conjunto
de clausulas proposicionales, donde las férmulas at Omicas
cerradas P(t , t,, ..., t,) que ocurren en S se tratan como variables
proposicionales.

Ejemplo :
P(S)={R(a) OT(a, a), R(@) OT(a, b), R(b) OT(b, a), R(b) OT(b, b),
- R(b), R(a) O-T(a, a), R(a) d~T(a, b) }

P(S) se puede escribir como un conj. de clausulas p  roposicionales S’
Py =R@) p,=R(b) p3=T(a a) p,=T(@b) ps=T(b, a) ps=T(b,b)
S'={p; Opz Py Opy P> Ops, P, Opg = Py Py O p3, py O py }
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P-satisfacibilidad

S ={p,0ps P Op4 P, OPs, P, OPs, = P, Py O pg, Py O py }

Se puede comprobar que la valuacion
vV(p) =1 v(p)= 0 v(p3)=Vv(p,) =0 V(ps) =V(pe) =1
satisface a S’

Por lo tanto, como S’ es satisfacible, S es p-satisf  acible.
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P-satisfacibilidad

Lema:
Sea S un conjunto de clausulas cerradas. Entonces S es
p-satisfacible si y sélo si S tiene un Modelo de Herbr  and.

Ejemplo :
S={R(x) OT(x,y), =R(b), R(a) O-T(a,z)} a, bctes.

US)={a b}
B(S) ={R(a), R(b), T(a, a), T(a, b), T(b, ), T(b , b) }

S es p-satisfacible entonces debe tener un Modelo de Herbrand
SeaY OB(S) talque M ,(H) |= S -

My(H) FRG) OT(,Y) ¥y My(H) F=R(b) y MyH) FR@ O-T(@, 2)

Ciencias de la Computacién Il - Filminas de Clase —M  g. Virginia Mauco — Facultad Cs. Exactas — UNCPBA - 200 9

P-satisfacibilidad

Ejemplo :
S={R(X) OT(X,y), =R(b), R(@) O-T(a,z)} a,bctes.

= M,H) F-R(b) « RM)OY

= M,H) FR(@) 0-T(a,2) » R@DOY 6 Tad) OY Od:dOues)

= M,(H) FRX) OT(XY)

My(H) F (R() OT(x,y))[d1, d2]l  Ody, dy: dy, d, DU(S)
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P-satisfacibilidad

> My(H) FRX) OT(,Y) o

M,(H) [ (RG) OT(x,y))[d;, d)]  Ody, dy: dy, d, DU(S)
d,=d,=a
M,(H) FR@ OT(@ a) « M/(H) FR@ 6 MH) ET(, a)
di=a, dy=b
M,(H) FR@ OT(@ b) « M,H) FR@ 6 M,H) ET(a, b)
d;=b,d,=a
My(H) FR() OT(b,a) « M,H) FR(b) 6 M,H) FT(b, a)

d,=d,=b
My(H) FR(®b) OT(b,b) « M,H) FR®) 6 MyH) E T(b,b)
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M,(H) F=R(b) « Rb)OY v (1)
M,H) FR@ 0-T@ 2 « R@OY Vv (2)

M,(H) FR@) OT(@ a) « M,H) FR@ 6 MH) FT(a a)

por (2)
M,(H) FR@@) OT(@,b) « M/H) FR(@) 6 M,H) fT(a,b)
v por (2)
M,(H) ER(b) OT(b,a) « M,H) ER(D) 6 M,H) T, a)
NO por (1) v
M,(H) ER(b) OT(b,b) « My H) ER() 6 M,H) [ T(b, b)
NO por (1) v

Podemos definir Y = { R(a), T(b, a), T(b, b)}

S tiene un Modelo de Herbrand
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P-satisfacibilidad

Y ={R(a), T(b, a), T(b, b)}

Esté asociado a la valuacion definida en resolucion por p -satisfacible

V(p) =1 V(py) = 0 Vv(pg) =V(p,) =0 V(ps) =V(pe) =1

p;=R(@) p,=R() p3=T(@,a) p,=T(a,b) ps=T(b,a) ps=T(b,b)
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Teorema:

Sea S un conjunto de clausulas (no necesariamente ¢ erradas).
Las siguientes condiciones son equivalentes:

> S tiene Modelos de Herbrand

» U(S)(S) es p-satisfacible (U(S)(S) denota el conjunt o de todas las
instancias cerradas de clausulas de S sobre U(S))

» Todo subconjunto finito S, O U(S)(S) es p-satisfacible
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P-satisfacibilidad

Teorema:

Sea S un conjunto de clausulas.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

» S es insatisfacible

» S no tiene modelos

» S no tiene Modelos de Herbrand

»U(S)(S) es p-insatisfacible

» Existe un subconjunto finito S, O U(S)(S) que es p-insatisfacible

> Existe un subconjunto finito S, O U(S)(S) talque S, +x O
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Ejemplo :
S={A(x, b) OA(f(a), y), ~A(f(a), b), =A(f(a), f(a))}  a, b constantes
U(S) ={a, b, f(a), f(b), f(f(a)), f(f(b)), ...}

B(S) = { A(a, a), Aa, b), A(b, &), A(b, b), A(a, f (), A(f(a), a),
A(b, f()), A(f(@), b), ..., A, f(b)), A(f(b), @) , ...}

U(S)(S) = {A(a, b) DA(f(a), a), A(a, b) OA(f(a), b), A(b, b) OA(f(a), a),
A(b, b) OA(f(a), b), ..., Af(a), b) B-Aa)yb) ~A(f(@), b), ~A(f(a), f(a))}

El subconjunto finito
So = {A(f(a), b), = A(f(a), b)} es claramente insatisfacible

S es insatisfacible
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P-satisfacibilidad

Ejemplo :
S ={A(x, b), =A(z, b) OB(y), =B(f(b))} b constante
U(S) ={b, f(b), f(f(b)), f(f(f(b))), ...}

B(S) = { A(b, b), A(b, f(b)), A(f(b), b), Af(b), f (b)), ...,
B(b), B(f(b)), B(f(f(0))), ...}

Supongamos que existe un modelo M ((H), tal que M y(H) |=S
Entonces M (H) |=A(x, b) O(=A(z, b) OB(y)) O=B(f(b))

- Como My(H) [ =B(f(b)) entonces M y(H)-E B(y)
e Como M (H) |=-|A(z, b) OB(y) entonces debe ser M (H) /|fA(z, b)

* Pero entonces M (H) #A(x, b)
S es insatisfacible
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S={A(x, b), =A(z, b) OB(y), =B(f(b)) } b constante

S es insatisfacible

Entonces
=S == Ox Oz Oy(A(x, b) O(=A(z, b) OB(y)) O-B(f(b))) Es valida

~S =k [z Oy (~A(x, b) OA(z, b) O-B(y) OB(f(b))) Es valida

Otra forma para probar que S es insatisfacible

Mostrar que existe S o O U(S)(S) tal que S, es insatisfacible

So ={ A(b, b), =A(b, b) OB(f(b)), =B(f(b)) }
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