Semantica de Primer Orden

Para interpretar una formula de la l6gica de predicados de primer orden:

v’ determinar qué objetos representan los términos (Dominio)

v definir las funciones y qué propiedades/relaciones representan los
predicados

Determinar el valor de verdad de la férmula
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Semantica de Primer Orden

Modelos o interpretaciones:

Sea L = <R, F, C> un lenguaje de primer orden. Un modelo M en L es una
estructura M = <D, RP, FP, CP> donde:

v' D dominio o universo de interpretacion (conjunto no vacio del cual
las variables toman valores)

v RP conjunto de relaciones n-arias sobre D tal que para cada
simbolo P € R existe una relacién PP ¢ D" asignada a P

v FP conjunto de funciones n-arias sobre D tal que para cada simbolo
f € F existe una funcion fP: D" — D asignada a f

v/ CP conjunto de elementos distinguidos de D tal que para cada
constante c € C existe un elemento cP € D asignado a c
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Relaciones y Funciones sobre un Dominio:

Sea D un conjunto no vacio.

« El conjunto D" es el conjunto de todas las n-uplas de D. Una relacién
n-aria R sobre D es un subconjunto de D"

* Una funcién f: D" — D hace corresponder a cada n-upla de su dominio D"
un elemento de D.

Eiemplo D={a, b, c}

D?={(a, a), (a, b), (a, ¢), (b, a), (b, b), (b, ), (c, a), (c, b), (c, c)}
D:={(a, a,a),(a a,b),(a ac),..(cc,a),(c,c,b),(,c,c)

Una relacién binaria R es un subconjunto de D?. Posibles relaciones

binarias: R, =@ R,=D?2 R;={(a a), (abh), (a c), (b, b)}
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Valor de verdad de una férmula en un modelo:

Sea A una sentencia y M un modelo, M = <D, RP, FP, CP>. El valor de
verdad de A en el modelo M, v(A), se define reemplazando primero cada
constante g, de A por el elemento d, € D asignado, y luego por induccion
sobre la estructura de A:
1)A=P(a, ..., a,) luegov(A)=T siysoélosi (d,..,d)e P° PeR
2)v(—-A)=T siyséllosi v(A)=F
A=A, vA, VA)=T siysdlosi v(A))=T o0 V(A)=T

A=A AA, V(A)=T siysolosi vV(A)=T y V(A)=T

A=A —-A, VA)=T siysolosi v(-A)=T o V(A)=T
) A=VxA, Vv(A)=T siysllosi paratodode D,v(A[d)=T

5) A=3xA; V(A)=T siysolosi paraalginde D, v(A,[d]) =T
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Definicién
Dada una férmula A 'y un modelo M, si v(A) = T en M diremos que A
es valida en el modelo M, o que M es un modelo para A.

En simbolos M F A

Ejemplo: Sea L = <{P}, {f, g}, {a, b}> P binario, fy g binarias, se define

M =< Z, {PP}, {f°, gb}, {a®, bP} > Z = conj. de nUmeros enteros

PP(x,y) ={(x,y) e D?:x<y}

fo(x, y) =x*y go(x, y) =x+y a’=0 bP=2
1) M EP(a b) 2) M E=P(g(b,b), b) 3)M EP(a, b) v P(b, a)
4 M EVx (P(x, a) = P(a, f(x, x))) 5) M [ 3xP(g(b, b), x)

SON FORMULAS VALIDAS EN M
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Ejemplo
M =< Z, {PP}, {f°, g°}, {a®, bP} > Z = conj. de nimeros enteros

PP(x, y) ={(x,y) e D?:x<y}
fo(x,y) =x*y go(x,y) =x+y aP=0 bP=2

A(X) = P(g(x, b), b) X variable libre

En M AX)=x+2<2 X variable libre

Es verdadera en M cuando a x se asignan valores negativos 6 0.

!

Valuacion: asigna elementos del dominio a variable libres
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SealL=<R,F, C> y M=<D,RP, FP, CP> unmodelo
Una valuacién o asignacion v es una funcién v: Var - D

vV=(ay ..., & -..) donde cadaa,e D y v(p) = a, para cada p; € Var
a= (@ ..., &, -..) notacion vectorial

- - -z -
El valor de un término t(x,, ..., X,) bajo una valuacion a =(a,, ..., a,, ...)

tP[ a] es un elemento de D que se define como:

1) Si te Var,t; =X, entonces xiD[a)] =g

2) Site C,t=c,ycP es lainterpretacion de c en D, entonces tP[3] = cP

3) Sit=f(t, t,, ..., t,) t;, ty, ..., t,, € Ter(L) yfsimbolo de funcién n-ario,
t° &l = f(t,, ty, ..., t,)[a) = P°(t,°[]), t,2[a], ..., t,°[ &l)

f0: D" — D funcién n-aria que interpreta a f
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Sea M =< D, RP FP, CP > un modeloy A(Xy, ..., X,) una férmula.
- .z 7 . - - .
Sea a una valuacion. A(x,, ..., X,) es valida bajo a , o a satisface a

A(Xy, ..., X;), en simbolos M EA(x,, ..., x,) [al si se cumple:

1) SiAe AtL), A=P(t,t, ... t) t(Xq, Xy, .oy X)) € Ter(L) y

P es un simbolo de predicado n-ario, P R

M EP(, ... th[a] ¢ (4P [a) P [a} - t,° [a]) € PP
2)SiA=—-B MEA[l < MEB[E] < M E-Bla]

3)SIA=BAC MEBAC)EA < MEB[]l y M ECI]
4)SiA=BvC MEBvC)a <« MEB[a] o M ECa]

5)SiA=B—>C MEB—C)a] < ME-B[al o MECE]
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6) Si A(Xy, ..., X,) = VXB(X, X4, ..., X,) entonces
M E VXB(X, Xy, .., X,) [a] < paratodode D M EB (X, Xg, -y X,) [d, aj

7) Si A(Xy, ...y X,) = IXB(X, X4, ..., X,) entonces
M E 3IXB(X, Xq -y Xp) [:;] < existede D M EB (X, Xy, ..., ;) [, 5]

Definiciones: Sea M un modelo y A una férmula:

v Aes valida bajo una valuagion en M siy sélo si existe al menos una
valuacién @ talque M FAI[a]
v A esvélidaen M si y sélo si A es vélida bajo toda valuacién en M

—

.
M EA < M kA[al paratoda valuacion a

v A es falsa en M si y solo si A es falsa bajo toda valuacién en M
— -
M EA M FA[a] paratoda valuacién a
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Ejemplos:

Sea M =< D, {PP, QP RP} {}, {cP}> P yQ unarios y R binario
D={1,2 3,4} ct=2

PP={1,2} Q°={3,4} RP={(1,2),(1,3), (2 4}

vA(x) =3yR(x,y) es valida bajo una valuacién en M

v A(x) = P(x) v Q(x) es valida en M (valida bajo toda valuacién)
v'A(x) = P(x) A Q(x) es falsa en M (falsa bajo toda valuacién)

v A =Vx3y(R(x, y) v Q(y)) esvalidaenM

v'A =3yVx(R(X, ¥) A Q(y)) es falsaen M
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Definiciones:

Sea A una férmula:

v A es satisfacible si y sélo si A es valida en al menos un modelo

v' A es vélida o l6gicamente valida si y s6lo si A es véalida en todo modelo

v' A es contradictoria si y sélo si A es falsa en todo modelo
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Ejemplo:

Sea M = <D, {AP, BP, C®}, {f°, gb}, {cP, d°}>

D={xe {a, b}’ yx empiezacona}

AP(x, y) ={(x, y) € D2 x es prefijo de y} (esdeciry=x.z paraze {a, b}")
BP(x, y) ={(x, y) € D% x es subcadenadey} CP(x,y)={(x,y) e DZ x =y}
cP=a d® = aa

fP(x, y) = X.y (x concatenada con y) g°(x) =a
v AxYy (AKX, y) A —C(x, d))

v VxVy (C(x, f(c, ¥)) — A(f(c, ¢), X))

v X (B, X) = A(Y, X))

v XYYz (A(X, y) = A(f(X, 2), f(y, 2)))
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Equivalencia Légica:

Sean Ay B férmulas con las mismas variables libres. A= B si y sélo si
para todo modelo M,M f A <M k B.

Es decir, Ay B son vélidas en los mismos modelos.

Para cualquier formula A se verifica:
v —VXA = HX—|A

4 —3IXA = Vx—A
4 VXA = —3Ix—A
4 XA = -Vx—A
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Sentencias satisfacibles:

Sea I un conjunto de sentencias en un lenguaje L.

I' es satisfacible si existe un modelo M tal que M |= A para toda
sentencia A € T.

En caso contrario I es insatisfacible.

Eiemplo:
1) I'={3x(P(X) A Q(x)), VX(P(x) = R(X, x)), VX(Q(X) = —=R(x, X))}

Es un conjunto de sentencias insatisfacible

2) I = {¥Vx3yR(x, y), VXVY(R(X, y) = =R(y, X))}

Es un conjunto de sentencias satisfacible
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Consecuencia Semantica:

Una féormula A es consecuencia semantica de un conjunto de sentencias
I, T A, sipara cada modelo M tal que M ET entonces M [ A.

Eiemplo:
{YX(P(x) = —Q(X)), YX(P(X) A T(X))} F VX(T(X) A —Q(X))

Propiedades de la Consecuencia Semantica:

Sea I' un conjunto de sentencias y A una sentencia.
v SiAeT entoncesT FA
v SiTE Ay TcAentoncesA FA. A conjunto de sentencias

Teoremade la Deduccién:

SeaT U {A, B} un conjunto de sentencias. T U{A} FB«< T FA—B
Corolario:

Sea I' U {A} un conjunto de sentencias. I" |=A < I'u {-A} es insatisfacible
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