Capitulo 1

L ogicaProposicional

La Logicaseocupadelos métodosdel razonamientoUno delos objetivos fundamentalesssistem-
atizary codificarprincipiosdelos razonamientosalidosconel objetodeformaro construiragumenta-
cioneso deduccioneguesearcorrestasun agumentoo deducodn constaesencialmentdeun conjunto
de sentenciagafirmacionesjjueformanlo quesellamapremisas hipotesisde las cualesotrasenten-
cia, llamadaconclusdn, esdeducidao inferida. Nosotrosnosocuparemosle analizaren cierto detalle
lasdeduccionesPorejemplo,si queremosgieduciralgunapropiedadacercadelos numerosnaturalesen
la deducaodn (o también llamadademostrad@n o prueba)de tal propiedad, emplearemosentencia®
propiedadesjuesabemos priori quesonverdaderay posiblementéambin hipbtesis adicionalesjue
no necesariamentnverdaderasSupongamoguequeremogleducirla siguientepropiedacelemental
acercadelos nUmerosnaturales:

Paratodon,m € N, sin =m + 1, entoncesn < n.

En la formulacbn de estapropiedadintervienela sentencian = m -+ 1 que obviamenteno es
necesariamenteierta paratodoslos nUmerosnaturalesPeroes evidenteque la formulacbn anterior
no afirmaquen = m + 1 esvalida, afirmaque en casode que estemosen presenciade un par de
naturales: y m, cumpliendola propiedadde quen = m + 1, entonceseg verdaderaquem < n. En
la demostrad@n de la anteriorpropiedadutilizaremosla hipbtesis’n = m + 1+ tambien propiedades
conocidasanteriormente.

Paraanalizara estructuralelasdeduccionesecesitamofijar unlenguajeendondetrabajar Si por
ejemplo,queremosestudiarel idioma Espdiol, necesitaremosonocerprimero el alfabetoel cual nos
permitira construirpalabrasy posteriormentdrasescadavez mascomplejasDe igual formanosotros
deberemo®stableceun alfabetoque constaa de ciertossimbolosa partir de los cualesy por medio
de ciertasreglas construiremoso que llamaremogormulasdel lenguaje.En Espdiol toda palabrase
puedever comounasecuencidinita desimbolos.Nuestragormulastambién seén secuenciafinitasde
simbolosde nuestrdenguaje.

1.1. Lenguaje Proposicional

En el lenguajeordinario nos encontramogonstantementeon sentenciagjue han sido formadas
uniendofrasesmas pequdéas por medio de ciertaspalabrascomo las palabrasno, y, o, y por si......
entoncego implica).....,si y solo si, etc. Estaspalabrasson llamadasconectvos proposicionale
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conectvos l6gicos.Nuestraprocupadn esestudiara estructurade sentenciagn dondeaparecerestos
conectvos.

Ahoravamosadefinirel lenguajel dela L bgicaProposicionaClasica Estelenguajeesunconjunto
de simboloscon los cualesformamoscadenagle elementosde £. Las cadenasho se construyende
unamaneraarbitraria. Daremosreglas precisagarala formacbn de dichascadenaslas cualessean
llamadadormulas.

Lenguaje. Ellenguajel del CalculoProposicionalClasico(CPC)constadelassiguientegartes:

1. Unconjuntofinito o numerablade simbolosV ar, llamadossimbolosproposicionale® variables
Los elementosie Var seandenotadoporp, g, r, etc.

2. Unconjuntodesimbolos{—, vV, A, —}, llamadosconectivoproposicionaley cuyainterpretacbn

es
= seinterpretacomonegacion

V  seinterpretacomoo
A seinterpretacomoy
— seinterpretacomosi....,entonces...

3. Lossimbolosauxiliares(y ).

Los simbolosauxiliaressirven paraseparardistintascomponentesle las formulas.No debenser
entendidoxomosimbolosdellenguaje.

Teniendodefinido el lenguajeahoracorrespondalecir como unimosestossimbolos paraformar
cadenadinitas de simbolos.Las reglas de formacbn dadasen la siguientedefinicibn nos dice como
debemossto.

Definicion 1.1 El conjuntodelasférmulas F'm esel menorconjuntode cadenasle simbolosde £ que
seobtieneaplicandcalgunaselassiguienteseglas:

1. Todavariablep esunformula,esdecit Var C F'm.
2. SiA ¢ F'm,entonces-A € I'm,

3. SiA,Be Fm,entoncesAvV B,AABYyA— Be Fm.
Ejemplo 1.2 Lassiguientesadenasle simbolossonformulas
p—(rV-g)

—(g—=p)VA-g).

Lascadenasle simbolos
-pqg — g

- (g =)V —p.

no sonformulaspuesno esinconstruidagpor mediodelasreglasdadasnla definicibn anterior
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En algunostextos de l6gica es usual definir el conectvo «, llamadobi-implicacibn y el cual se
interpretacomosi y sblo si. Nosotrodo definiremosa partir delosimplicacibn — y dela conjuncon A
como

pog=0—9ANg—Dp).

Notemosgueexiste unacantidadnfinita deférmulas.Porejemplo,conla variablep y el simbolo—

podemogyeneraiinfinitasférmulasdela siguienteforma:

Nuestroproximo objetivo es describirun métodoinductivo que nos permitaaseurar que ciertas
propiedadesonvalidasentodaslasformulas.Paraestodefiniremogprimerola longituddeunaformula:

Definicion 1.3 La longitud de unaférmula A, en simbolosiong (4), se defineinductvamentecomo
sigue

1. SiA=pe Var,entoncesong (p) = 1.
2. SiA=-B,conB € F'm, entoncesong (A) = long (B) + 1.

3. SiA = B=x(C, dondex esalgunode los conectvos binariosV, A 0 —, entoncedong (4) =
long (B) 4 long (C) + 1.

Ejemplo 1.4 Determinemoga longituddelaformulad =p — (¢ vV r).
Aplicandola definicibn anteriortenemogjue:

long(A) = long(p) +long(gVvr)+1
long (p) -+ [long (¢) + long (r) + 1] + 1
— 14l 414+1]+1=6.

|

Definicion 1.5 Un subconjuntaS de cadenadinitas de elementogsle £ sedice cerradopor los conec-
tivos si cumplelassiguientesondiciones:

Cl SiC ¢ S, entonces-C ¢ S,

C2 SiC, F € S, entonces « I' € S, dondex esalgunosdelos conectvos binariosv, A 0 —,

Teoremal.6 SeaS unsubconjuntalecadenadinitasdeelementosle £ cerradopor los conectivosSi
Var C S, entonced’m C S.

Demostracdbn. La demostradin espor induccbn sobrela longitud de las formulas.SeaA € F'm.
Supongamosjuelong (A) = 1. EntoncesA = p conp unavariable.Por hipotesisVar C S. Porlo
tanto4 € S.

SupongamosgueparatodaformulaA delongitudiong (A) < n, setieneque A € S. SeaA tal que
long (A) = n. Analizamodos siguientesasos.

SiA = -B,conB € Fm. Comolong (4) = long (B) + 1 = n, entoncedong (B) < n. Luego
B €5,y comosS escerradopor conectvos,—B € S.
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Supongamogjue A = B x C, dondex es algunosde los conectvos binariosV, A o0 —. Como
long (A) = long (B) + long (C) + 1 = n, entoncesong (B), long (C') < n. Porhipotesisinductia,
B,C € 5,y comos escerradoporlos conectvos B « C' € S. Porlo tantoF'm C S. |

El teoremaanteriornosdice quedadoun lenjuageproposicionall y un conjuntode variablesV ar,
el conjuntoF'm esel menorconjuntode cadenagie simbolosde £ tal queVar C F'm y est cerrado
bajo los conectivosEsteteoremanos permite probarenunciadosobreformulas.Analicemosestoen
masdetalle.

Supongamosjuequeremogsiemostraiquetodaslas formulasde £ tienenciertapropiedadP. Con-
sideremoI| conjunto

C ={A € Fm: Atienelapropiedad} .

EsclaroqueC C F'm. Silogramosprobarque:
Var C Cy queC estcerraddbajolos conectvos,
entoncesplicandcel Teoremaanterior obtenemosjue
C=Fm.

Esdecirquetodaslasférmulastendianla propiedadP.

1.1.1. Subformulas

Unasubbrmuladeunaférmulaesunasubcadende simbolosdela cadenajuedefineala formula.
Masprecisamente:

Definicion 1.7 SeaA unaférmula.El conjuntodelassubbrmulasde A sedefinerecursvamentepor:

= Sf(p) = {p}, sip esunavariable

= Sf(=4) = SF(A)U{-4},

» Sf(AxB)=Sf(A)USf(B)U{Ax B}, dondex escualquieradelos conectvos binarios—,
V OA.

Ejemplo 1.8 Determinemogl| conjuntodelassubbrmulasde A = (p — ¢q) V —q.

SfA)=Sf(lp—a))USf(-q)uU{Aa}
=SfUSf@U{p—qtUSf(g)U{-q}U{A}
={ptu{gtu{p—qtu{-qtU{A}.

El conjuntode todaslas subbrmulasde unaformula dadatambin puedeser determinadocon-
struyenddo quesellamael arbol geneabgico de la formula.Estearbol representa&l procesade con-
struccon de unaformula. El arbol geneabgico de la formula A del ejemploanteriorse muestraen la
siguientefigura. Lassubbrmulasde A sonlasférmulasquefiguranenlos nodosdel arbolgeneabgico
de A.
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Capitulo 2

Semantica Proposicional

En el contexto enqueestamograbajanddas sentenciasienenla cualidadde que puederserclasi-
ficadasde dos formasdistintas.Por un lado podemoshablarde sentenciavalidaso verdaderasPor
ejemplo,si decimosque el nimero2 espar, esciertamenteveradaderaPerotambien podemoshablar
sobresentenciagalsas,como por ejemplo,2 esmenor que 1. Ciudado,no siempreunafrasepuede
serclasificadaen estasdos cateyorias. Existenmuchosejemplosen dondeno esposibleafirmarsi una
sentenciasverdadera falsa.Por ejemplo,la sentencisesmaianallovera no esposibleafirmarsi es
falsao verdaderaNosotrosnosocuparemosolamenteale sentencias las que siemprepodamosalgin
valordeverdad(falsoo verdadero).

2.1. Valuaciones

Vamosa definir de unaformaprecisacomoasignara las formulasunainterpretadn o un valor de
verdad.De ahoraenadelantevamosarepresentael conceptadeverdadenp conel simbolo 1y falsocon
el simbolo0. Otrasnotacionesisualeson,V o T paraverdaderoy £’ o | parafalso.Paraello vamosa
definir primerolastablasde verdad.

De acuerdam lasinterpretacionedadasalos conectvoslégicosv, A, — y —, podemodarlas sigu-
ientestablas llamadadablas de verdad delos conectvos conectios

V0|1l A0l — 1 0]1 x|
ofof1 0fofo| 0 [1]1 01
111 1]o]1] 1 [o]1 1]o

Las tablasanterioresdebenser entendidassomo definiciones.Indicaremoscon B al conjunto{0, 1}
dotadodelasoperacionesinariasv, A, — y — definidagpor lastablasanterioresEl lectorfamiliarizado
conlasalgebrasie Boolereconocea que B esel algebrade Boole dedoselementos.

Las anterioredablasnos permitenasignarun valor de verdada las formulas.Cadaformulaesuna
secuencidinita de simbolos,en dondeintervienenvariablesproposicionaley los conectvos 10gicos.
Si los valoresde verdadde las variableses conocido,entoncesl valor de verdadde la férmulapuede
ser conocidoconstruyendda tablade verdadde la formula. Como en las formulassolo intervienen
una cantidadfinita de variables,entoncegpodemosconstruirunatabla en dondeaparezcartodaslas
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posibilidadesde asignaddn de valoresa las variables.Aplicando las definicionesdadasen las tablas
anterioreppodemosieterminarde unaformamed@nicael valor deverdadde unaformuladada.

Ejemplo 2.1 Consideremota siguienteformula A = (p V ¢) — p. En estaformulaintervienensolo
dosvariablesLa tablaasociadala formulatendra2? = 4 filas.

lpla|pVveg| Ve —p|
000 1
011 0
101 1
111 1

En el ejemploanteriorhemosconstruidounatabla que nos permitever todoslos posiblesvalores
deverdadquesele puedenasignara la formula A. Obsernemosque paracadaeleccon de un valor de
verdadparap y ¢ obtenemosin valor deverdadparaA. Si pensamosonun pocomasde detallevemos
gueestamo®npresencialeunafuncion del conjuntodevariables{p, ¢} enelconjuntoB = {0, 1}. Esta
clasedefuncionessonllamadasvaluacionesyaloracione® asignacionede acuerdaa esto la tablade
verdadde unaformulano esmasqueunadescripadbn ordenadaletodasasposiblesvaluacioneparalas
variablesqueocurrenenla férmula.A continuadbn vamosadefinir exactamentda nocibn devaluacon.

Definicion 2.2 Unavaluacion o asignacbn esunafuncionv : Var — {0, 1} quecumplelassiguientes
propiedadeparatodopar A, B € F'm

V1 v (~4) = w (4),
V2 v(AV B) =v(4) Vo (B),
V3 v(AAB) =v(A) Av(B),
V4 (A — B) =v(A) —v(B).

Unavaluacbn quedadeterminadaconociendaexactamentdo que asignaa cadavariable proposi-
cional,comolo demuestral sigiuenteresultado.

Teorema2.3 Seaw : Var — {0, 1} unafuncibn. Entoncesxisteunadnicavaluacbnv : Fm — B tal
quev (p) = v (p) para todavariable p. Redprocamentetodavaluacbn v quedadeterminadgor una
funcionv : Var — B.

Demostracdbn. Consideremosa funcion v : Var — {0,1}. Definimosinductvamentela valuacon
v : F'm — B comosigue:

1. v(p) =v(p), paracadavariablep.

2. ParaparatodoparA,B € F'm :

]

a) v(-4)=-v(4),
b) v(AxB)=v(A)«*v(B),siendox unodelosconectvoslbgicosV,A 0 — .
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Esclaroporla propiadefiniciondev quev (p) = v (p) y quev esunavaluacbn. Veamoda unicidad.
Supongamosgueexiste otravaluacbn w tal quew (p) = v (p). Consideremosl conjunto

X —{A€Pm:5(A) =w(A))}.

EsclaroqueVar C X. Ademas,si 4, B € X, entonces-4 € Xy Ax B € X. PorlotantoX porel
Teoremal.6 F'm = X. Esdecir v (A) = w (A) paratodad € F'm. [ |

De acuerdoal Teoremaanteriortodavaluacbn v quedadeterminadapor la restriccon al conjunto
Var. De estaformaescostumbredentificara lasvaluacionegonfuncionesv : Var — {0, 1}.

Ejemplo 2.4 Consideremota formulaA = (p V ¢) — p. Lafuncion v definidapor

1 T =p
v(z) =
0 =z#p

esunavaluacon. El valor, o la interpretadn, dela férmula 4 bajo estavaluacbn seobtieneaplicando
la definicibn anterior esdecir:

v(4) = v(lpVve —p =vpVae —v(p)
(v(p) Vv (q) — v(p)
= (1\/0)—>1:1—>1:1.

Unaférmulapuedeserverdaderdajounavaluacbny falsabajootravaluacon.

Ejemplo 2.5 Enel ejemploanteriorA esverdaderdajov, peroesfalsabajolainterpretadn w definida
por
0 r=2p
w(z) =
1 z#p

Enlos dosejemplosanterioresonstruimosvaluacioneprimeroparalasvariablesqueocurrenenla
formulay despuespor mediode la definicibn, extendimosla valuacbn a todaférmula. Estoescierto
engeneral.Es decir, paraconocerel valor en unaformulabajo unavaluacbn se necesitaconocerque
valoresasignda valuacbn alasvariables Estaafirmacbn la probaremo®nla siguienteproposicon.

Si A esunaformulaescribiremosA (p1, pe, ..., prn) Ovar (A) C {p1,p2, ..., pn} paraindicarquelas
variablesde A es&inenel conjunto{p, ps, ..., Pn } -

Proposicbn 2.6 SeaA unaformulatal quevar (4) C {p1, p2, ..., Pr }. Siv y w sondosvaluacionegal
que

v (pi) = w (ps)

paratodap; € {p1, p2, ..., pn}, €NtONCES

v (A) = w(A).
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Demostracdn. La pruebasehaceporinduccibn sobrela longituddela férmula A.

1. Paran = 1, entoncesA = p € Var. Luego, por hipdtesis,w (p) = w (p) .

2. Supongamoguela Proposiobn vale paratodaformuladelongitudk < n.

Estudiemosel casopara—A. Comolong (A) < long(—A) = long (A) + 1, entoncew (4) =
w (A). Luego,v (—A) = w (A) = ~w (A) = w (—A4) . Porlo tanto,valepara—A.

3.Seand y B sonférmulas.

Por hipbtesis,v (A) = w(A) y v(B) = w(B), pueslong (4), long (B) < long(A* B). En-
toncesp (A* B) =v(A)xv(B) =w(4)xw(B) =w(4x*B). |

Observacion. El resultadoanteriorafirmaque paraconocerel valor que asignaunavaluacbn a una
formula A (p1, ..., p) essuficienteconoceros valoresv (p1) , ..., v (p,) . Comotodafuncion definida
sobreun conjuntofinito quedadeterminadaor la imagendela funcion, entoncesinavaluacbn v sobre
un conjuntofinito de variablesquedadeterminaddijando una secuencidinita de cerosy unosde la
siguientemanera:

v=(v(p1),.0(Pn)) = (e1,..y€n),

dondee; —0o0e; — 1.

Ejemplo 2.7 Consideremosa formula A (p1, p2,p3,p4) = ((p1 — p2) A —p3) — —p4. La secuencia
v = (1,0,0,1) esunejemplodeunavaluacdn. El valor de A bajoestavaluacbn es

v(A) = v (((p1 = p2) A—p3) = —ps) = (1 — 0) A =0) — -1
—(0A1) —=0=0—0=1.

Un importantesubconjuntade formulasesel de las férmulasque sonvalidasbajo cualquiervalu-
acion.

Definicion 2.8 Unatautologa esunaférmula A que esverdaderaajo cualquiervaluacon. Es decir,
A esunatautoloda si y solo si paratodavaluacbn v, v (A) = 1. Unacontradiccbn esunaformula
gueesfalsabajocualquiervaluacbn. Unacontingenciaesunaférmulaqueno esunatautologa ni una
contradicabn.

Las tautolodgas son aquellasférmulasque son verdaderagor la configurachn de sussimbolos,
independientementie la valuacbn queseconsiderelgual consideradn vale paralas contradicciones.
Notemosqueunaférmula A esunatautoloda siy sblo si sunegacbn —A esunacontradicobn.

Notemosgue A esunatautoloda si enla tablade verdadtodoslos elementosie la columnacorre-
spondientala formula4 sonunos.

Vamosa utlizar el simbolo

EA

paraindicarque A esunatautoloda.

Ejemplo 2.9 Veamogque = —p V p. Debemoscomprobarmue paratodavaluacbn v, v (—p V p) = 1.
Tenemodos siguientesasos:
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» Siv(p) = 1, entonces (—p) = —w (p) = —1 = 0. Porlo tanto,
v(pVp)=-wp Vo) =0V1=1
= Siv(p) =0, entonces (—p) = —w (p) = =0 = 1. Porlo tanto,
v(pVp)=-wp Vo) =1V0=1
Comono hay otroscasogparaanalizarconcluimosquela formula—p V p esunatautologa.

EnlasiguienteProposiobn damosunalistadeférmulasguesontautolodas.Masadelanteaendremos
oportunidadde darotrastautologas.

Proposicbn 2.10 ParatodaformulasA, By C, las siguientesontautolggias.

=

A— A

A— (B— A)

(A= B) = ((B—C) = (4—C))
(A — A)— A

~A— (A— B)
(A— B) —A)— 4

((A— B)AA) — B

A— A(VB)

© ® N o g M w BN

(ANB—)A

Masadelantevzeremosalgunosmétodosparadeterminacuandounaformulaesunatautologa.

2.2. Equivalencialogica

Consideremofasformulas—p VvV py ¢ — q y escribamosustablas.

plpvVp p|p—p
0|1 0|1
111 1|1

Comopodemosobsenrar la tablade —p Vv p esidénticaa la tabladep — p. Essencillocomprobarque
laformulap A —p — p tambéntienela mismatabla.Esdecir férmulasdistintaspuedertenerla misma
tabladeverdad Estaideala formalizamosenla siguientedefinicion.

Definicion 2.11 DosférmulasA y B sedicenequivalentesensimbolosA = B, siy solo si paratoda
valuaconwv, v (4) = v (B).

10
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Essencillocomprobaique= esunarelacbn de equivalenciaenel conjuntodelasformulastm. Es
decir secumplenlastrespropiedadesiguientes:

Reflexva: A= A
Simétrica: Si A = B, entoncesB = A,y
Transitiva: SiA = By B = C, entoncesA = C.

Lema2.12 SeanAd y B formulas.EntoncesA = B siy sblosiv (A « B) = 1 paratodavaluacbnv.
Demostracdn.. SiA = B, entonceparacualquienvaluaconv, v (4) = v (B). Porlotanto,v (4 — B) =
v(A)—=v(A)=1yv(B— A)=v(B)—v(B)=1.Porlotanto,v (A «— B) = 1.
Supongamosjuev (4 « B) = 1. Esdecitrv (A — B) = 1yv (B — A) = 1. Si suponemosjue
v (A) # v (B), entoncesepuederdarlos siguientexasos:
1. v(A)=1ywv(B)=0.Enestecasop(4 — B)=1—0=0.
2. Siv(A)=0ywv(B)=1,entoncex(B— A)=1—0=0.

En cualquiercaso,obtenemosinacontradicodn. Porlo tanto,v (4) = v (B). [ |

A continuaddbn damosunalista deformulaslogicamentequialentesLas demostracionesonsen-
cillasy sedejancomoejercicios.

Proposicbn 2.13 Lassiguientessonformulaslogicamentequivalentes:

1. A=—--4

2. A=ANA A=AV A

3. AAB=BANA AvB=BVA
4. AVv-A=A—-A

A—-B=-B— -4
AV(BAC)=(AVB)A(AVO)
ANBVC)=(AAB)V(AANQ)

-(AvB)=-AA-B

© © N o 0

-(AANB)=-AV-B
10. AVB=-(-AA-B)

11. AAB=-(=AV-B)

11
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Consideremodosformulasarbitrariasd y B. Essencillocomprobaquelassiguientegquialencias
sonvalidas:

Obseremosque paracualquierformula 4 la formula A A —A esinsatishcible,y quela férmula
A Vv —A esunatautoloda. Es corvenienteutilizar simbolosespecialeparaestetipo de formulas.De-
notaremoscon | a cualquierformuladel tipo A A —A, y denotaremoson T a cualquierformuladel
tipo A v —A. Enotraspalabrastodacontradicabn seidentificaé conel simbolo | y todatautologa se
identificaé conel simboloT.

2.3. Sustituciones
Definicion 2.14 Unasustitucbn escualquierfuncion

e: Fm— Fm

tal quecumplalassiguientesondiciones:

Es posible probar que toda funcion f : Var — F'm se puedeextendera una sustitucon e :
Fm — Fmtal que f (p) = e(p) paratodavariablep. En consecuencigaradefinir unasustitucon
sobreunformula A (p1, pe, ..., b ) Soloesnecesariaefinirla sustitucon sobreel conjuntode variables
{p1,p2, .-, pn} y despuesxtendera sustitucon ala formulaA aplicandda definicion.

Ejemplo 2.15 Sead = p — (¢ — p) . Entoncedassiguienteguncionessonsustituciones:
ey : Var — F'm definidapor

qg—Dp Siz=0p
e1(z) =
q siz £ p

es : Var — F'm definidapor
q Siz=0p

p—r siz £p

12
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Lema?2.16 Seae : F'm — F'm unasustitucony v : F'm — {0,1} unavaluacbn. Entoncesla
composidndewv cone
v/ =voe: Fm — {0,1}

esunavaluacbn.
Demostracbn. Ejercicio. |
Lema2.17 Sean4, B € F'm. Entonces,

A=B&e(A)=e(B),
para todasustitucon e.
Demostracbn. Ejercicio. |
Lema2.18 Sean4, B € F'm.

1. SiA esunatautolgjia, entonce (A) esunatautolayia, para cualquiersustitucon e.

2. SiA =, entonceg (A) = e (B), para cualquiersustitucon e.

Demostracbn. Ejercicio. |

2.4. FormasNormales.

En estaseccbn probaremogjuetodaférmula A eslégicamenteequivalentea unaféormula B en
dondesolofiguranlos conectvos Vv, Ay —.

Definicion 2.19 Un literal esunavariableproposicionab la negacbn de unavariableproposicional El
conjunto{p, —p} sellamaun parcomplementarialeliterales.

Definicion 2.20 Unaclausulaesun formuladel tipo C' = \/[;, conl; literales Una clausula dual es
unaformuladeltipo C' = A I;, dondel; sonliterales.

La siguienteesun ejemplodeclausula
Ci=pVvV—-qVr
Definicion 2.21 SeaA unaformulaconvar (A) = {p1,02, ..., Pn }-

1. Diremosque A esh enla forma normal conjuntiva (fnc) si esunaconjuncon de clausulases

decir: A esdelaforma I
4N AV

j=1i=1

dondel;; sonliterales
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2. DiremosqueA estenlaformanormal disyuntiva(fnd) si esunadisyuncén declausulagiuales,
esdecir: A eshenlaforma

3

A= \n/ lij,

j=1i=1

dondel;; sonliterales.

Ejemplo 2.22 Laformula
(-pVagVr)AgV-r)A-p

eshenlafnc. Laformula
(PAGA=T)V(gA-T)V (ZpAT)

estienla fnd. Encambiolasformulas

(PAgA-T)V((@gA=T)VP)V (P AT)

“(PAgA—T)V(—pAT)

noestenlafndni enlafnc.

Ahoravamosdar un métodoparaobtenera partir de a unaférmuladada,otraformulaequivalente
escritaenlafnd o enla fnc.

Consideremosinaformula A. Paraobtenerunaformula B queesté enlafnd oenlafncy queA = B
utilizamoslasequialenciaddadasenla Proposicbn 2.13.
Los pasosa seguir paraconvertir unaférmulaenla fnc sonlos siguientes:

1. Utilizar la equivalencia
A—-B=-AVB

paraeliminarel conectvo — .
2. Utilizar lasleyesde De Morganparaponerla negacbn inmediatamenténtesdelasformulas.
-(AvB)=-AA-B
- (AANB)=-AvV-B

3. Utilizar

paraeliminarla doblenegacbn.

4. Utilizar lasleyesdistributivas paraeliminarlas conjuncionentredisyunciones:

AV(BAC)=(AVB)A(AV Q)
ANBVC)=(AAB)V(AAC).
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2.5.Consecuencisenantica Capitulo 2. Semantica Proposicional

5. Utilizar lasleyes

A=AV A
A=ANA

paraeliminarrepeticionesleformulas.

Ejemplo 2.23 Determinamunaformulaequivalenteala formula A queesteenla formanormaldisyun-
tiva.

A==(—(@gAT) = (=OVgATr).

(= (@A) = VY Ar) = === @AT)V(=®VeAT))
(p—(gAr))V(=(pVag) Ar)
= (pV@@ATr)V(=(pVgArT)
= pV@AT)V(pA—-gAT).

Teorema2.24 Todaférmula A esequivalentea unaformula en la forma normal disyuntivay a una
formulaenla formanormalconjuntiva.

2.5. Consecuenciasenmantica

Enformacotidianautilizamosargumentogaraaseerarcosa hechosln agumentoesunadeduc-
cibn quepermitellegara unaconclusdn a partir de un cierto conjuntode premisas hipotesis.Nuestro
objetivo esintentarformalizarel conceptode agumentadn desdeun puntode vista senéntico. Para
motivar la definicibn derelacbn de consecuencigsamosa analizarun ejemplo:

SupongamoguetenemodresconjuntosX, Y y Z talqueX C Y eY C Z. Porteoilaelementate
conjuntossabemogjueesposibleprobarque X C 7. Estolo podemosescribirtambén dela siguiente
forma:

SilasinclusionesX C Y eY C Z sonverdaderasentoncegsverdaderda inclusion X C Z.

Lo anterioresun ejemploelementadelo queesunaargumentadn. LasinclusionesX C YeY C 7

sonlas hipbtesisy la inclusibn X C Z esla conclusbn. Si denotamogor A ala proposicon X C Y,

B alaproposicon Y C Z y C alaproposicon X C Z, entonceda anterioragumentadn sepuede
escribircomo:

Siproposicionesi y B sonverdaderasgntoncegsverdaderda proposicon C.
Usandda nocion deasignadn o valuacbn, la anteriorargumentadn sepuedeinterpretarcomosigue:
Paracadavaluacbnv tal quev (4) = 1 yv(B) = 1 entonces (C) = 1.

Para simboilizar la anteriorsituacon utilizaremosel simbolo |= (ya utilizado paradenotara las tau-
tologias)deconsecuencigenéntica.Luegola situacbn planteada&nnuestreejemploquedasimbolizada
como:

{A,B} EC.

Veamowtro ejemplo.
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Ejemplo 2.25 Probemogjuesi formulasp — ¢, ¢ — r sonverdaderadajounavaluacon, entonceda
formulap — r esverdaderdajola mismavaluacbn. Esdecir queremogprobarque

—=qq—riFEp—r

Paracomprobalestehechovamosa construirunatablade verdadparalasformulas(p — ¢), (¢ — r) y
parala conclusdn p — r. Enaquelladilas dondeseasigneel valor 1 ala premisadebetambin asigna
elvalor1 ala concluson.

lplaglrip—gla—r|p—r]
01001 1 1
01011 1 1
011101 0

011111 1 1
1{0]01]0 1

170|111 1 1
1{1]01]0 0

11111 1 1

Enlos casosdondeel conjuntode hipbtesistomael valor 1 la consecuencitambéntomael valor 1. Por
lo tantoel agumentoesverdadero.

Definicion 2.26 Diremosqueunavaluacbn v satisfaceunaformulad siv (4) = 1.

Diremosque unavaluacon v satisfaceun conjuntode formulasl” siv (A) = 1 paratodaférmula
A € I'. Enestecasoescribiremos (I') = 1.

Unaférmulao un conjuntode formulasse dice satisfaciblesi existe algunavaluacbn quela ( o)
satishga.Diremosqueesinsatisfacibleen casocontrario

Obseremosqueunaférmulaessatishcible si y sblo si esunacontingenciao unatautoloda, y es
insatishciblesiy sblo si esunacontradicodn.

Ejemplo 2.27 Estudiarsi algunodelos siguienteonjuntosessatisacible:

1. 51 ={-pVgq,q— —p,p}. SisuponemosgueS; essatishcible,entonceslebeexistir unavalu-
acibnv tal que
v(=pVq)=1v(g—-p) =1lyv(p) =1

Ahora v (p) = 1 implicaquel = v (—p V q) = 0V v (q). Porlo tantov (¢) = 1. Comow (p) = 1
yv(q) = 1, entoncex (¢ — —p) = 1 — 0 = 0, lo queesunacontradicodn. Porlo tantono
puedesxistir unavaluacbn quesatishgaa lastresformulassimultaneamentesdecirel conjunto
51 esinsatisacible.

2. So={p—(¢g——-r),pA(¢gV—r)}.Supongamoguev esunavaluacbntal que
v(p—(g—-r)=1yvA(gVv-r) =1
De la Gltimaigualdaddeducimogjuev (p) = 1 yv (¢ V —r) = 1. Entonces

v(p—(g— 1) =1—v(g—r)=1
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Porlo tantodebeocurrirquewv (¢ — —r) = 1. Siahorasuponemosjuev (¢) = 1, entoncesleber
ocurrirquew (—r) = 1, esdecit v (r) = 0. Porlo tanto,la valuacbn v definidaporv (p) = 1,
v(q) = 1y v (r) = 0 satishceel conjuntoSs. Esdecir, S, essatishcible.

Obsenemosqueunavaluacon v quesatishcea un conjuntode formulas{ 41, 4., ..., A,,} esuna
fila delatabladeverdaddelaformulad; A As A ... A A, quedeel valor 1.
Ahoraestamo®ncondicionesleformalizarel conceptale consecuencia.

Definicion 2.28 Seal’ U {A} C I'm. Diremosque A esconsecuencisenénticadel’, ensimbolos
I'E A,
si paratodavaluacbn v quesatishgaal’, tambensatishcealaformula A. Estoes
I' E A & paratodavaluacbnw, tal quev (I') = 1, entonces (A) = 1.
De la definicibn anteriorresultaque
0 E A siy sblo si A esunatautologda.
Enlos siguientesesultadoslamosalgunaspropiedadesjuese@ande utilidad masadelante.
Proposicbn 2.29 Lassiguientepropiedadesonvalidaspara todopar deconjuntos’, A C F'm.

1. Sid ¢TI, entonced F A.
2. SIil'EAyI' C A, entonce\ F A.

3. Sil'EAyAE B,entonced’ F B,

Demostracdn. Ejercicio. |

El siguienteresultadogconocidocomoTeoremadela Deduccon (versbn semantica),ponede mani-
fiestola relacbn entreel conectvo binario— y la nocibn de consecuencia.

Teorema2.30(de la Deduccbn) Seael conjuntol’ U {4, B} C F'm. Entonces
IN'u{A} E BsiysolosiI'F A — B.
Demostracdn. Ejercicio. |
Corolario 2.31 Paratodopar deformulasA, B setieneque
AE Bsiysolosi F A — B.
Corolario 2.32 Paratodoconjuntol’ U {4} C F'm,

I'E AsiysblosiI’U{—A} esinsatisfacible
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2.6. Teoremale Compacidad Capitulo 2. Semantica Proposicional

Demostracbn. Ejercicio. |

Proposicbn 2.33 Consideemoslas formulas 44, ..., 4,,, A. Entoncedas siguientescondicionesson
equivalentes:

1. {A;,.., A} E A
2. {A1N..NAL}YE A
3. F(Ain..ANA,) — A

2.6. Teoremade Compacidad

Cuandodesarrollamosin agumentopor lo generalpartimosde un conjuntofinito de hipbtesis.
Durantela agumentadn utilizamosesteconjuntofinito de hipbtesisu otrassentenciaguededucimos
partir del conjuntode hipbtesispor mediode algunaregla dededucobn. Cualquieragumentadn usual
constade unacantidadfinita de pasosEsdecir, lasargumentacionesonesencialmentprocedimientos
finitarios.El proximoteoremajueprobaremosifirmaqueunaférmulad esconsecuencideun conjunto
deformulasI” siy sblo si existe un subconjuntdinito I'y de " tal que A esconsecuencide I'y. Este
teoremaselo conocecomoteoremade Compacidad/ esuno de los resultadosnasimportantesde la
LogicaMatenatica.Existendiversasversionesle esteteoremaaunqueaodassonequialentes.

Teorema2.34 Seal’ C F'm. Entoncesl’ es satisfaciblesi y sblo si todo subconjuntdinito deI” es
satisfacible

Demostracdn. SiI" essatishcible por unavaluacdn v, entoncesesclaro que cualquiersubconjunto
del" estambinsatishcible.En particulartodosubconjuntdinito essatishcible.

Probemoda otradireccbn. Supongamoguetodo subconjuntdinito deI" essatishcible.
Comoel conjuntodetodadasvariablesesun conjuntonumerablegntoncepodemognumeratodas
lasvariablesqueocurrenenalgunaférmuladel’. Supongamosguetal conjuntoes:

Var (') = {p1,p2, s Py -} -
Vamosa probarqueexiste unasuceshn (e,,),, oy cone; € {0,1} tal quela valuacbn v definidapor
v (Pn) = €n

satishceal’, esdecir v (I') = 1.
La pruebaesporinduccbn sobren.
Primerodebemoglefinireg. Consideremokos siguientesasos:

ap. Paratodosubconjuntdinito A del” existeunavaluacbnva tal queva (A) = 1y va (po) = 0. En
estecasodefinimos
[ 0.
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bo. Existeunsubconjuntdinito Aq del” tal queparatodavaluacbnva, quecumplequeva, (Ag) = 1,
entoncesa, (po) = 1. En estecasodefinimos:

60:1.

Obseremosquesi secumpleel casoby entoncesambiénsecumplela siguientecondicbn:

Para todo subconjuntofinito A de I' existe una valuacbn va tal quewva (Ag) = 1y
VAo (p()) = 1.

En efecto.SeaA un subconjuntdinito del'. Porla condicbn &y, existe un subconjuntol, finito
del". Entonce<l conjuntoA U Ay estambinfinito. Porla hipbtesisdel teorematodo conjuntofinito
essatisfcible) existe algunavaluacdn v tal quev (A U Ag) = 1. Entoncesp (A) = 1y v (Ap) = 1.
Ahora,porbg, v (po) = 1.

Porlo tanto,por la definicibn de ey podemosasgurarquesecumplela siguientepropiedad:
(Rg) Paratodoconjuntofinito A del” existeunavaluacbn va tal queva (A) =1 yva (po) = €o.

Hipbtesisinductiva (HI)
Suponemosjuehemosdefinidola sucesbn deelementosle {0, 1}

€0,€1,...,En
detal formaquesecumplela propiedad R,,) siguiente:

(Ry) Para todo conjuntoA finito deI" existe unavaluacbn va tal quewva (A) = 1, va (po) = eo,
VA (P1) = €150y VA (Pr—1) = €n—1 Y VA (Pn) = €n.

Paradefinire, 1, tenemosiosposiblescasos:

an+1 Paratodosubconjuntdinito A del” existe unavaluacon va tal queva (A) = 1y va (po) = eo,
va (P1) = €1, -, VA (Pn) = € Y VA (Pny1) = 0. Enestecasodefinimos

Cntl1 — 0.

bny1 Existeunsubconjuntdinito A, del” tal queparatodavaluacbnva,,, talqueva,,, , (Any1) =
1,vA (po) = €0, va (p1) = €1, ...y va (pn) = e,, €NtONcesatishceap,, 1, esdecit va, (Pnt1) =
1. Enestecasodefinimos:
Cntl1 — 1.

Probemogjuesecumplela propiedad R,, 1) -
SeaA unsubconjuntdinito deI". Si secumpleel casoa,, 1, entoncesxiste unavaluacbn v, tal

queva (A) =1y adenasva (A) = 1,va (po) = €0, va (P1) = €1, .., vA (Pn) = €1, Y VA (Pny1) = 0.
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Supongamoguesecumpleel casob,, ;1. Consideremos| subconjuntdinito A,,;; cuyaexistencia
as@urab, 1. ComoA U A, 1 estambénfinito, entoncegpor la propiedad R,,) existe unavaluacon
vtalquev(AUA,11) = 1Y ,v(po) = eg, v(p1) = €1,-.. YV (Pn) = €n. COMov (Apy1) = 1,
entonceporb,, 1, v (pn+1) = 1. Conestohemosprobadoquesecumplela propiedad R, 1) -

Porlo tantohemosdefinidoinductvamentela sucesin (e,,),,cy. CONe, € {0,1} y probadoquela
propiedad R,,) severificaparatodon > 0.
Ahoradefinimosla valuaconv como

v (Pn) = €n.

Comprobemosguev (I') = 1.

Sead € I'. Supongamogueel conjuntodevariablesde A estincluidoenel conjunto{pg, 1, ---, P } -
Por la propiedad(Ry) y por el hechoque el conjunto{A} esfinito, existe unavaluacbn w tal que
w(A) =1yw(p;) = e; parad < i < k. Ahora,comow (p;) = w (p;)parad < i < k, entoncepor el
Lema2.6deducimosjuew (A) = v (A) . Porlo tanto,v (4) = 1.

Conestohemosprobadaquev (I') = 1. [ |

El siguienteCorolarioesde muchautilidad enel cagtulo correspondienta Resolucbn.

Corolario 2.35 Un conjuntode formulasI’ esinsatisfaciblesi y sblo si existeun subconjuntdinito de
I" insatisfacible

Teorema2.36 Seal’ U { A} unconjuntodeformulas.Entonced” E A siy sblo si existeun subconjunto
finito 'y del tal quel’y F A.

Demostracdbn. Supongamoguel’ E A. Porel Corolario2.32,I" A esequivalentea queel conjunto
I’ U {—A} seainsatishcibley por el Corolario anteriorestoes equivalentea decir que existe un sub-
conjuntofinito I’y del" U {—A} queesinsatishcible.Nuevamentepor el Corolario2.32deducimosjue
Iy E A. [ |
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Capitulo 3

Resolucbn Proposicional

En el Cagtulo anteriorestudiamogomoasignarvaloresde verdada formulas. Es decir, trabajamos
desdeun punto de vista senéntico. Ahora estamosnteresadosn estudiarcomo deducir med@nica-
menteformulasa partir de un conjuntode formulas .Nuestroobjetivo esdeterminaialgiin procedimiento
med@nico de deducadn de formulas.Existenvarios métodosde deducodn. EI mas conocidodesdeel
puntode vista de la matenaticaesel métodoaxiomatico. A partir de un conjuntode axiomas,alguna
regladededucobny unanocibn formaldededucadn obtenemostrasformulasilamadadeoremasOtro
posibleenfoqueesel métodode deducobn naturaly/o de GentzenEn estecasotenemogpredominarias
reglasenvezdelos axiomasUn tercermétodoesel deresolucon, el cualestudiaremosnestecurso.El
métodode resolucbn sebasaenla ideaqueparaprobarqueunaformulaesvalidapodemogrobarque
sunegacbn esunaformulacontradictoriaEstaclasede métodosde deducodn seconocergeneralmente
comométodosde deducabn por refutacbn. Una de las ventajasdel métodode resolucon radicaen el
hechoque solo se utiliza unaregla. Los fundamentogetricasde la Programadn Logica(PROLOG)
estinbasadagnestemétodo.

Paramotivar la ideade estemétodo,recordemosjuesi A y B sonférmulas.entonces

{A} E B & elconjunto{A, B} esinsatiskcible. (3.1)

B esunatautologa < —B esunacontradicodn.

El agumentoanteriorse extiendecuandotenemosconjuntosfinitos de formulascomohipbtesisde
la siguienteforma.

{41,.., A} E B< {Ay,..., A,,~B} esinsatishcible

Las obseracionesanterioresafirmanque parasabersi unadeducaodn {4, ..., A,} E B esvalidaes
suficienteprobarqueel conjunto{ 44, ..., A,,, =B} esinsatisacible.Esteformadededucobn seconoce
comodeducaobn por refutacbn. Estamanerade deducobn esla basedel métododeresolucon.

Ejemplo 3.1 Supongamosgiue¥ = {p — ¢q,—p — r,q Vr — s}. Queremossabersi > E s. Estoes
equialentea probarqueX U {—s} esinsatisacible. Transformamosadaformulade > enunaférmula
gueeskenlaf.n.c. Entonces

Y={-pVvagpVr,-(gvr)Vst ={-pVagpVr(-qVs)A(-rVvs)}.
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Ahoraessencillocomprobaiqueel conjunto
ZU{_'S} - {—|p\/q,p\/r,—|q\/5,—|r\/5,—|8}
esinsatishcible.Porlo tanto,podemosas@urarque’: F s.

Notemosqueprobarqueunaformula A esinsatishcibleesequialentea probarque A = L.

3.1. Clausulas

Cuandarabajamosonférmulasescritasenla formanormalconjuntva A = C1 A ... A C,, donde
C; sondisyuncionesleliterales,el ordenenqueestnescritadasférmulasCy, ..., C,, esirrelevante.De
igualforma,enunadisyuncon deliteralesC' = I, VI; V... VI el ordenenqueaparecetos literalesl;
esirrelevante.Estosugierdrataralasformulasescritasenla formanormalconjuntiva comoun conjunto
deformulas,dondecadaférmuladel conjuntoesa suvez un conjuntode literales. Teniendoen cuenta
estehechovamosa redefinirla nocibn de clausulao mejor dicho vamosa escribirunaclausulacomo
un conjuntode literalesy a las formulasescritasen la forma normal conjuntiva como un conjuntode
clausulas:

= UnaclausulaC = l; v iy v ...V, seescribi& comoun conjuntode finito de literalesC =
{ll,lg,... ,lk}

» UnaclausulaC esunitaria sisolotieneunliteral, esdecir, siC = {[} .

= Unaférmula4 queesh escritaenla formanormalconjuntva

A=ANc =N\
j=1 j=1

sepuedeescribircomoun conjuntode clausulagiela siguientemanera

3

lij
1

%

cl (A) - {Cla 027 sy Cn} .

dondecl (A) denotala forma clausularasociadea la formula A. Como cadaclausulase puede
escribircomoun conjuntodeliteralesentoncesambién podemosescribir

cl (A) = {01,02, ,Cn} = {{111,112, "'7llm1} g ey {lnl,lng, 7lnmk}} .

Porunacuestdon de comodidadnotacional,en muchoscasosno escribiremosa las clausulascomo
un conjuntodeliterales.

Definicion 3.2 Diremosqueunaféormula A esh escritaen la forma clausular si estaescritacomoun
conjuntodeclausulas.

Observacion. Paraescribirunaférmula A esla forma clausularprimerodebemogasarlaa la forma
normalconjuntiva.
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Ejemplo 3.3 Laformulad = (p V —¢) A(—p V ¢ V r) A—r tienela siguientformaclausulamsociada

cd(A)={pVv-q,-pVvgVvr-r},

cl (A) - {{pa -q, } ) {_'pa q, T} ) {"7"}}

si escribimogodoennotacdn deconjuntos.

Definicion 3.4 SeaC = {l3,11, ..., 1, } unaclausulaDiremosqueC' essatisfaciblepor unavaluacon v
silaformulal; Vv [ Vv ... V [, essatishcibleporv. De igual forma, unaformula A escritaenla forma
clausularA = {C1,...,C,} essatishcible por unavaluacbn v sila formulaCy A Co A ... A C,, €S
satishcibleporwv.

NotemosqueunaclausulaC' = {l3, s, ..., l,, } essatiskcible por unavaluacbnv siv (I;) = 1 para
algunliteral /; queintervieneenC.
El siguienteresultadcesinmediato.

Lema 3.5 SeaA unaformula. EntoncesA es satisfaciblesi y sblo si la forma clausular asociada
c (A) = {C4,...,C,} essatisfacible

Observacion. Como una clausulaes un conjuntode literalesC' = {ly, /1, ...,1,}, entoncesambin
debemosadmitir la presencialel conjuntovado de literales { }. La clausulaque no tieneliteralesse
llamaclausulavada. Luego, podemogenerun conjuntode clausulagjuesolotengala clausulavada

S={{}}
Nuestroproximo objetivo esprobarqueel conjuntovado declausulasessatisacibley queel conjunto
declausulagjuesolotienela clausulavada esinsatishcible.

Sea$ unconjuntodeclausulag/ [ unliteral de.S. Definimosel conjunto

St={C-{I°}:1¢C, CeS}.
Ejemplo 3.6 Consideremosl siguienteconjuntode clausulas
S={rv-q,rVp,—-rVpV-gq —-qV-p}.
Parael literal » el conjuntoS” es
ST ={C —{-r}:r g C} ={pV—g,~qV-p}.

El conjuntoS™ essatishcible por la valuacbn v (p) = 1y v (¢) = 0. Porlo tanto,el conjuntoS es
tambén satishcible (no necesariamentgor la mismavaluacon).

El siguienteresultadgruebaquela clausulavada{ } esinsatistcible.

Lema 3.7 SeaS unconjuntodeclausulasEntoncesS essatisfaciblesiy solo si S! 0 5! essatisfacible
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Demostracdhn. =) SupongamoguesS essatishcible.Entoncesxisteunavaluacbnwv tal quev (S) =
1. Supongamosjuev (I°) = 0, esdecit v(l) = 1. Probemosquew (5') = 1. Consideremosina
clausulaarbitrariaC' € S'. Porlo definicion de las clausulagdde S!, C U {I°} € S 0 C € S. Entonces
v(CU{l}) =100 (C) = 1. Comow (I°) = 0, entonceslebeocurrirquev (C) = 1.

Siwv (I°) = 1, entoncesepruebadeformasimilarquev (5*) = 1.

«) Supongamosgue S’ essatishcible por unavaluacbn v. Debemogdeterminamunavaluacon w
tal quew (.5) = 1. Consideremota valuacdn w definidapor

v(k) si kAL
w(k) =
1 si k=1

ComoentodaclausulaC € 5%, 1,1¢ ¢ C, entoncesw (S') = v (5') = 1. Comprobemosuew (S) = 1.
SeaC € S.Sil € C, entoncesw (C) = 1. Sil ¢ C, entonce” — {I°} € S, y enconsecuencia
v(C —{l°}) = 1. Luego existe un literal & £ [° talquek € C y v (k) = 1. Porla definicibn de w
tenemosyuew (k) = w (k) y porlo tantow (C) = 1. Estoimplicaquew (S) = 1. [ |

Corolario 3.8 SeasS un conjuntode clausulas.EntoncesS esinsatisfaciblesi y solo si S y S* son
insatisfacibles.

Corolario 3.9 SeasS un conjuntode clausulas.Supongamosue la clausulaunitaria C = {i} € S.
EntoncesS essatisfaciblesiy sblo si S* essatisfacible

Observacion. Supongamosenerel conjuntode clausulasunitariasS = {{{},{l°}} . De acuerdaal
Corolarioanterior S essatisaciblesiy solosi

St={C—-{}:i¢Cr={{}-{n={hH

essatishcible.Pero,como.S esinsatishcibleentoncesleducimogjue

S'={}

esinsatiscible.Porlo tanto,el conjuntode clausulagjuetienesolola clausulavada esinsatisfacible

Lema 3.10 Sea$ un conjuntode clausulas.SeaC unaclausulade S tal quel, ¢ € C. EntoncesS es
satisfaciblesiy sblo si S — {C'} essatisfacible

Demostracbn. Essencillay sedejaal lector |

El conjuntode clausulasS = {I v (¢} siemprees satishcible, puesparacualquiervaluacon v,
tenemogquev (1) = 1 ow (I) = 1. Porel LemaanteriorS essatishciblesiy solosi S — {l v i} =
essatishcible.En consecuencipodemosafirmarqueel conjuntovado S = @ de clausulasessiempe
satisfacible

Podemogesumirlo expuestoanteriormentaliciendoque el conjuntode clausulasgue solo tiene
la clausulavada, esdecir S = {{ }} esinsatishcible,y queel conjuntode clausulasrado S = ( es
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3.2.Resolente Capitulo 3. Resolucbn Proposicional

siempresatishcible.

Sabemogjuetodaformulainsatisacible,comopor ejemploA A —A, dondeA esunaférmula,es
insatishcible. Recordemogjue hemoscorvenido en denotara cualquierférmulainsatistcible con el
simbolo L. De ahoraenmasvamostambénasimbolizarpor L ala clausulavada{ } .

3.2. Resohente

Lasféormulasgqueestinenla formaclausulatienenalgunagropiedadegspecialesPorejemplo,en
ciertoscasoaunaformulapuedesertransformadan otraeliminandoalgunasclausulagie tal formaque
la satishcibilidadno cambia.Veamosestoconun ejemplo.

Supongamoguetenemosinaformulaenla formaclausular

A={pV-qqVvr}.

Seav unavaluacon. Siv (¢q) = 1, entoncegparaquev (p vV —q) = 1 debeserv (p) = 1, esdecirla

satishcibilidad de la clausulap Vv —¢ dependele la satiskcibilidadde la variablep. Siv (¢) = 0, en-
tonceda satishcibilidaddela clausulag v r dependalela satishcibilidaddela variabler. Porlo tanto,
laformulad = {p VvV —q,q V r} essatishciblesiy solo silasclausulag vV —¢ y ¢ V r sonsatishcibles
siy solo si p essatishcibleo r essatishcible.Ademas,si la clausulap Vv r esfalsa,entonceda formula
A esfalsa.En otraspalabras)a satisacibilidadde A dependealela satisacibilidaddela clausulgp V r.

Enciertamaneralasclausula® v —qy ¢ V r sepuederreducirala clausulg v r. Vamosa precisaresta
ideaenla siguientedefinicion.

Recordemosjuesi C' esunaclausulay [ unliteral, escribimod € C paraindicarquel aparecesn
C. El literal [¢ indicael literal complementariae!.

Definicion 3.11 SeanC; y Cs dosclausulasSupongamosguel € C; y quel© € Cs. Laresohentede
C1y Cs eslaclausula
Res (Cl, Cg) = (Cl — {l}) U {Cg — {lc}} .

Escomin asociarala regla deresolucon un arbolcomolo muestrda siguientefigura.
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3.2.Resolente Capitulo 3. Resolucbn Proposicional

Ch Co

Res (Cl, 02)

Si determinamoda resolentede las clausulasunitarias{p, —p} obtenemoda clausulavada. Es
decir,
Res(p,—p) ={} = L.

Ejemplo 3.12 Determinada resohentedeC; =pV ~qy Co =gV r.
Res(pV —q,qVr)={p}U{r} ={p,r}.

o tambEn podemosescribir
Res(pV —q,qgVr)=pVr.

La determinadn dela resohentede un pardeclausulag’; y Cs seconocecomoregla deresolu-
cion. Estaregla deresolucon nospermitedefinir unanocibn dededucabn. Esdecirunanocion quenos
dice exactamenteomopodemodeterminamed@nicamentainaclausulaa partir de un conjuntofinito
deférmulasaplicandda regladeresolucon.

Definicion 3.13 SeasS un conjuntode clausulasy C' unaclausulaUnadeducobn por resolucon de C
apartirdeS esunasuceshn finita declausulas

C1,Cy,...,Cy
tal que
1. LaUltimaclausulaC,, esC,

2. Paratodol < i < n, secumpleque
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3.2.Resolente Capitulo 3. Resolucbn Proposicional

a C;ef o

b) C; seobtieneporlaregladeresolucon dedosanterioresEsdecir, existenCj, Cy, 5,k < n,
tal que
Ci = Res (Cj, Ck) .

Escribiremos
StkgrC,

cuandoexista unadeducaobn por resolucbn de unaclausulaC a partir de un conjuntode clausulasS
. Notemosqueel simbolo Fz defineunarelacbn entreconjuntode clausulasy clausulasComocaso
particularde deducabn por resoluicbn tenemoda deducobn dela clausulavada 1 .

Definicion 3.14 Sea$S un conjuntode clausulasUnarefutacion de .S esunadeducaobn por resolucon
delaclausulal apartir.S. Ensimbolos,
Skgr L.

Ejemplo 3.15 El siguientearbolesunarefutacbn del conjuntode clausulas

S={pvg,—~qVr,—pVr-r}.

pVyq gV

pVvr -pVr

Enunadeducobn por resolucon unaclausulapuedeserutilizadamasde unavez.

Como podemosobsenar en la definicibn de la deducabn por resolucbn solo aparecaun conjun-
to finito de formulas Es decir, la nocibn de deducobn esunanocion esencialmentéinitaria. Estolo
podemogprecisarenla siguienteversbn delteoremade compacidad.

Teorema3.16(de Compacidad) SeaS un conjuntode clausulasy C' unaclausula.EntoncesS r C
Siy solo si existeun subconjuntdinito Sy de S tal queSy Fr C.
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3.2.Resolente Capitulo 3. Resolucbn Proposicional

Demostacion. =) Supongamosue S Fr C. Entoncegor la definicion de - existe un conjunto
finito de clausulas’y, 4, ..., C,, = C tal queparacadal < i < n, C; € S 0 existendosclausulas
C;,Ck conj, k < ntal queRe s (C, C;) = C;. Luego, el conjuntoS, = {C; € S tal queintervienen
enlasuceshin Cy, C1, ...,C,, } estalqueSy Fr C.

La direccbn < esinmediata. |

En la siguienteproposicon damosunaseriede propiedadesle la relacbn -z cuyapruebaguedaa
calgo dellector.

Proposicbn 3.17 Seans, S’ conjuntosdeclausulasy C, D clausulasEntonces
1. SiC € S, entoncess g C.

2. SiStgr C,entoncess U{D} g C paracualquierclausulaD. Enparticular SU S’ Fg C para
cualquierconjuntode clausulass’.

3. SiSFrCyY{C}Fr D,entonceS r D.
Definicion 3.18 Sea$S un conjuntode clausulasDefinimosel conjuntoR (S) como
R(S) =SU{C : existenCy,Cy € S talqueC = Res (C1,Ca)}.
Definimosinductvamenteel conjuntoR™ (S) coma
RY(S) = R(S)
R™(S) = R(R"(S)).

Finalmentedefinimos

R*(S) = R (9).

n>0
Entoncessinmediatocomprobaique:
CeR"(S)= CeR™(S),paraalguinn > 0.
Conla notacbn introducidaenla definicibn anteriorpodemosescribirque
StFrRC & CeR(9).

Masadelantereremosl teoremade completitudparael calculopor resolucbn. Esteteoremaafirma
gueunaférmula A esunatautoloda si y solo si unaforma clausularde —A tiene unarefutacon. En
simbolos,

F A< {—A} esinsatishcible < ¢l (—A) Fr L.

El teoremade completitudseextiendea conjuntofinitos de formulasdel siguientemodo.
Seal’ = {4, ..., A,,} unconjuntofinito deformulasy A unaférmula.Entonces

{41,.., A} EA S {44, ..., A,,~A} esinsatishcible < ¢l {A44,...,4,,-A}Fr L,

dondecl {44, ..., A,,, A} significaque cadaunade las formulasdel conjunto{A4,, ..., A,,—A} esén
enla formaclausular
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3.3. Algoritmo de Davis-Putnam Capitulo 3. Resolucbn Proposicional

Ejemplo 3.19 Determinarsi {p — ¢,—p — r,q Vr — s} E s. Parapoderaplicarresolucon primero
debemogpasarodaslasformulasala formaclausular

p—qg=-pVyg

p—=r=pVvr

gVr—s==-(QqVr)Vs=(—qA-1)Vs=(-qVs) A(-rVs).

Verifiquemosahorasi
-pVqg,pVr,qVs-rVs -8 pFrlL.
1 2 3 4 5
6.Res(1,2) =qVr
7.Res (6,3) =rVs
8.Res(7,4) = s
9.Res (8,5) = L

3.3. Algoritmo de Davis-Putnam

Determinarsi unaclausulasededucepor resolucon deun conjuntofinito declausula si existeuna
refutacbn deun conjuntofinito declausulagpuederesultarunatareadificil, especialmentsi el conjunto
tieneunagrancantidadde clausulasExistendiversosmecanismosjue permitensistematizael proce-
so deresolucbn. Ahoraveremosun procedimienta algofitmo debidoa Davis y Putnamque permite
obtenemunadeducodn porresolucon.

SeaS unconjuntofinito declausulay sea{p1, po, ...., p» } €lconjuntodetodasasvariablegproposi-
cionalesque apareceren las clausulasde S. El algoitmo de Davis-Putnamconsisteen los siguientes
pasos:

= Eliminar del conjuntoS todaslas clausulasen dondeaparezcaimultaneamentan literal [ y su
literal complementarig©.

» Elegir unavariablep; dealgunadelas clausulasy elegir el subconjuntdl},, de clausulasie S en
dondeaparezcda variablep;.

» Determinarel conjunto R, de todaslas clausulasjue sonresolentesde clausulasde la forma
DU {pity D'U{-pi}.

» Formarel conjuntodeclausulasS,, = (S —15,) U Ry, .

» Elegir otravariablep;; de.S,, y continuarel procedimiento.

Comola cantidaddevariablesqueocurrenenun conjuntofinito declausulasS esfinito, supongamos
guetal nUmerosean, entoncegnn + 1 pasosseeliminantodaslasvariables.

Ahoravamosa darunadescripaobn precisadel algoiitmo.

ALGORITMO DE DP :Sea$ un conjuntofinito de clausulasy sea{p1, p, ...., b } €l conjuntode todas
lasvariablesproposicionalesjueocurrenenlasclausulagie S.
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3.3. Algoritmo de Davis-Putnam Capitulo 3. Resolucbn Proposicional

1. SeaS; = 5.

2. Seai—=1

3. Loophastai =n+1

4. SeaS! = 5; —{C} dondeenC aparecemnliteral ! y sucomplementarid“.

o

T,={CeSl:peCo-p,€C}.
6. SeaR; ={D: existenCy U {p;},CoU{—p;} € T,y D =Res(C1 U{p;},CoU{—p;i})}.
7. SeaS;;; = (S! —T;) UR.
8. Sear=i+1
9. FinLoop
10. SeaS,, 1

El conjuntosS,,; delalgoiitmo de D P sellamaconjuntofinal o conjuntosolucbn, y puedeser solo
algunodelos dossiguientegipos:

STL+1 — {J—}v

SnJrl - @

Enel primercasotenemosinarefutacon del conjuntosS, esdecir S Fr 1. Enel segundocasoS #gr |
puesya sabemosgjueel conjuntovado de clausulasssiempresatistcible.

Ejemplo 3.20 Aplicar el algoiitmo de Davis-Putnamal siguienteconjuntode clausulas.

g pvVar, gV or,gV s, pVer, gV i,
N —qVrVvVi,pVvVsV -, pVqgVr,gvVrvsVvt

1. S = S. Elegimosunavariable,por ejemplop. Determinamo®l conjunto7; y numeramosus
clausulagarafacilitar los calculosdel conjuntoR; .

Th=<pV-r,-pVr,pVsV-t,-pVqgVvr
S—— ~— ~—

1 2 3 4
—rVr=T

rvVgVr=T
rVsVv -t
sV-tvVgVr
Ri={rvsV—t,sV-tVvgVr}

30
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V= Var,~qV -t,wqVrVvit
2. Sz—(Si—Tl)UR1—{q NN AV }

qvrvsvt,rvsVv-t,sV-atvVgVr
S = S,. Elegimosla variableg.

To=<qV—8qV—r,—qgV-t,gVrVvi,gVrvsvi,sVv-tvgVvr
S N —— ~— ~~ d ~~ d

1 2 3 4 5 6
-8V -t

L e W

—sVrVvi
—rV -t

i

—rVrvit=T
—tVrVvsVvVi=T
—tVsVr

Sy o O

rvivs

NN N N N S N

A~ s W \‘CAJ [\ [N — —
<t

M e N e e e N

rviv-al=T

&

={-sV—t,msVrVt,—rVv-t,-tvVsVvr,rVvitVs}

3. S3=(S5—To)URs ={rvsV-t,msV-l,=sVrVit,—-rV-t,-tVsVrrVvtVs}

Elegimosla variabler.

T3 = {r\/s\/—nf,—'s\/r\/t,—w\/—'t,—'t\/s\/r,r\/t\/s}
N e N e Nt N e

1 2 3 4 5
(1,3) sv-—t

(2,3) —sViV—t=T

(3,4) —tvVvs

(3,5) —tVivs=T

Ry ={sV-t,—tVs}
4. Sy = (S, —T3)UR3 = {~sV —t,sV—t,~tVs}

Sy = S). Elegimosla variables

T, =54 = {ﬁs\/—'t,s\/—'t,—'t\/s}

1 2 3
(1,2) -t
(1,3) -t
Ry = {~t}

5. S5 = (54 — T4) U {R4} = {—ﬂf}
Elegimosla variablet
Ts =S5 ={-t}yRs =10
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6. 56:(55—T5)UR5:®.

Comono hemosobtenidola clausulal, entoncepodemosas@gurarques Fr 1.

3.4. Correccbny Completitud

En el apartadanteriorhemosestudiadaomodeducirclausulasa partir deun conjuntode clausulas
utilizandoresolucon. Ahoranosdedicaremos estudiada relacbn entrela nocion derefutacbn deuna
clausulay la nocibn de tautoloda. Veremosjque A esunatautologa, entoncesxiste unarefutacon de
la clausulaasociadaa —A. Redprocamentesi existe unarefutacon parala clausulaasociadaa — A4,
entoncesA esunatautolodga. Sidenotamogoncl (A) la clausulaasociada unaférmula A, entonces
nuestroproximo objetivo esprobarque:

FA = c(~A)tpl (3.2)

d(-A)Frl = EA (3.3)

El restode estaseccon vamosa dedicarnos probarquelasasercione$3.2)y (3.3) sonvalidas.
En general,es posible probarresultadosnas generalesDado un conjuntode formulas®: U {4}
probaremosjue:

1. Correccon:
» Sicl(I") kg cl(A), entonced’ F A.
2. Completitud:
» Sil'F A, entoncescl (I'U—A4) Fr L.
Parapoderprobarestosteoremagiebemogprimerodarunosresultadogpreliminares.

Teorema3.21 SeanC; y Cs dos clausulas.EntoncesC; y Cs son satisfaciblessi y sblo si C =
Res (C1, Cs) essatisfacible

Demostracdn =) Supongamosgue(; y C; sonsatishcibles.Entoncesexiste unavaluacbn v tal
quev (Cy) = 1 ywv(Ce) = 1. Seal unliteral tal quel € Cy y ¢ € Cy. Comod{l,I¢} esun par
complemenetaricentonce® (I) =1 owv (I€) = 1.

Supongamoguev (I) = 1. Entonce (I€) = 0. Comow (Cs) = 1, entonceslebeexistir otroliteral
I' € Oy distintodel* tal quewv (I') = 1. Porcontruccon dela resohenteC = Res (C4, Cs) debeocurrir
quel’ € C. Luegowv (C) = 1.

El casov (I¢) = 1 seanalizasimilarmente.

<) Supongamosjue C' = Res (C1, () essatishcible. Es decir, existe unavaluacbn v tal que
v (C) = 1. Comol, ¢ ¢ C, entoncesxisteunliteral I’ € C distintode!l y del* tal quev (I') = 1. Este
literal debepertenecea C; 0 a Cs. Supongamosguel’ € Cy. Entonces (C7) = 1. Lavaluacbn v no
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necesariamentest definidaen! y (¢ (puesl, ¢ ¢ C). Extendemos a unavaluacbn w del siguiente
modo:
1 si k=1
w(k) = .
v(k) si k£I°
Entoncesw (C2) =1 yw (C1) = v (C1) = 1. Porlo tanto,C; y Cs sonsatisaciblespor la valuacbn
w.
El casdl’ € Cy seanalizaenformasimilar. |

Teorema3.22(de Correccbn) SeaS unconjuntode clausulasy C' unaclausula.Si
S Fr C, entoncess F C.

Demostrachbn SupongamogquesS +r C. La pruebaesporinduccbn sobrelalongituddela deducobn
porresolucondeC apartirdesS.
Sin =1, entonces’; = C, y enconsecuencié’ € S. Porlo tanto,S £ C.
Supongamogomo hipbtesisinductiva, que el teoremaes verdadergparatoda deducabn de longitud
k <n.
Sea

C1,Coy ... Cp1,Cp, = C

unadeducaobn delongitudn. Tenemodos siguiente<asos.
1. SiC, =C € S, entoncess F C.

2. SiC, =C ¢ S, entoncesxistenclausulas’;, C;, coni, j < n, talesqueC = Res (C;, C;) . Las
secuencias
01,02,...,Ci, Y 01,02,...,0]',

sondeduccionesleC; y C; apartirde S, esdecir S Fr C; y S Fr C;. Comot, j < n, entonces
por Hipbtesisinductiva,

SECySEC.
Consideremosnavaluacobnv tal quew (S) = 1. Entoncesy (C;) = 1y v (C;) = 1. PorelLema
anteriorv (C') = 1, puesC = Res (C;, C;) . Porlo tanto,S E C. [ |

Ejemplo 3.23 Consideremosl siguienteconjuntodeclausulass = {-p Vv ¢, —q VvV r}.ComoRes (—p V ¢,—~q V 1)

—p V r, entoncess i C. Saln el Teoremade Correccon, todavaluacbn quesatishgaal conjuntoS
tambénsatishicea C. Construimosnunatablatodaslas posiblesvaluacionesobreel conjuntos.

lplglr[-wvg[-gvr| |-pvr]

01010 1 1
0(0 |1 1 1
0(1|0 1 1
0111 1 1
1100

1101 1
11110

111 1 1
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Obseremosguetodafila queasigneel 1 atodaslasclausulagle S tambinasignal ala clausulaC.
Corolario 3.24 Sea$ esel conjuntodeclausulasSi S g L, entoncesS esinsatisfacible
Corolario 3.25 SeaA unaformula.Sicl (—A) Fr L, entoncesA esunatautolagia.

El anteriorCorolarionosdice que si A esunaformulaque est en la forma normal conjuntva y
cl (-A) Fr L, entonces-A esinsatishcible,o lo queeslo mismodecir, A esunatautoloda.

Ejemplo 3.26 Determinampor resolucodn sila formulaA esunatautologa.
A=(p—aNg—r)—=@—T)
Primeropasamos la fnc la formula—A.

A = Al(p—=gArlg—r))—@—r1)]
= —[((GpV@A(=gVr))— (mpVr)]
= (—pV@A(—qgVT)ApA-—T.

La formaclausulade—A es

Cl(_'A): _'p\/Q7_'q\/r7 P T,
1 2 3 4

Entoncesbtenemoda siguientededucodn por resolucon:
5. -pVvrdely?2.
6. rdeby 3.
7. L de6y4.
Porlo tanto,comocl (—A) Fr L, entoncesA esunatautologa

Paraprobarel Teoremade Completitudnecesitamosl siguienteLema.
Lema 3.27 Sea$S unconjuntodeclausulasy [ unliteral. Sea
SO ={CeR*(S):L,Ic¢ C}y={SFrC:1,I°¢ C}.
Si S esinsatisfacible entoncess (/) esinsatisfacible

Demostracdbn. RecordemogueR* (S) = |J R™(S). AsumimosquesS esinsatishcibley ques (1)
n>0
essatishcibleparaalgin literal [ y por unavaluacon v. Comol, (¢ ¢ S (I) , entonces no esa definida

enlosliterales/ y [¢. Consideremofasextensiones; y ve dew definidagpor:

v(k) si kAL
v (k) =
1 si k=1
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v(k) si kAL
vo (k) =
1 si k=1

Como S esinsatishcible,entonces (S) = 0y v2 (S) = 0. Luego existenclausulasCy, Cs € S tales
que:
1 (Cl) =0 Y v2 (02) =0.

Comov; (1) = 1, entonces ¢ C. Sil¢ ¢ Cy , entonces’; € S (I), perocomov; (S (1)) =v (S (l)) =
1, entonce® (C1) = 1, lo queesunabsurdoPorlo tanto,/¢ € C;. Razonandaleigual forma,podemos
afirmarquel € Cs. Luego, C' = Res(C1,C2) y 1,1¢ ¢ C. Porlo tanto,C € S (I),y comosS (I) es
satishcibleporv, v (C) = 1. Comoenla pruebadel Lema3.21,existe un literal £ distintode/ y (¢ tal
quev(k) =1ykeCio0k € Cy. Sik € Cq, entoncesn (C1) = 1, lo queesunabsurdoSi k € Co,
entonces, (C2) = 1 lo quetambénesunabsurdoPorlo tanto,S (/) esinsatishcible. [ |

Obsewacion. Recordemogjue en la formulacbn del algoiitmo de DP, definimoslos conjuntoss; 1
comosS; 1 = (S — T;) U R;. Utilizandola notacdn del Lemaanterior esfacil comprobarue

Sit1 = S; (L)
Estanotacbn sei@ utilizadaenel proximo resultado.
Teorema3d.28 SeaS un conjuntodeclausulas.

Si S esinsatisfacibleentoncess Fr L.

Demostracdbn. SeaS esinsatishcible Porel Teoremade Compacidadessuficientesuponeique.S es
finito.

Sea{pi, ..., p» } €l conjuntodetodaslasvariablesqueocurrenenalgunaclausulade S. Como S es
finito, esteconjuntoesfinito.

ParaprobarquesS g L, aplicaremo®l algofitmo de D-Py probaremosporinduccbn sobren, que
paracadan > 1 el conjuntosS,, esinsatishcible.En consecuencitendremogjueel conjuntofinal S, 1
esinsatishcible. Como S, ;1 notienevariablesJa Unicaposibilidadesque S, 1 = {_L}. Conestose
deduceque L € R*(S) , esdecir S g L.

El cason = 0, tenemogjueS; = S, y por hipotesissS esinsatishcible.

Si suponemosjue S; = S!_, (l;i—1) esinsatishcible paratodoi < n. Entoncesor el Lema3.27,
Snt1 = S (1) esinsatishcible.Porlo tanto,S,, 11 esinsatishcibley conestoconclimosquesS Fr L.
|

Conel anteriorteoremahemogustificadoel procedimient@uepermiteaveriguarcuandaunaformu-
la esunatautologa. Calculamoda forma clausularde la negacbn de la formulay determinamogor
resolucdn si existe unarefutacdon del conjuntode clausulas.

El razonamient@nteriorseextiendea conjuntosde formulasarbitrariosdela siguientemanera.

Seal" unconjuntodeformulasLaformaclausulardel” esel conjuntodeclausulag! (I') = {cl (A) :

A € T'}. Podemogdenotarque un conjuntode formulasI® esinsatishcible por I' E L. Recordemos
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3.4.Correccony Completitud Capitulo 3. Resolucbn Proposicional

quetodaformula A esequivalentea su forma clausularcl (4) . Porlo tanto, A esinsatishcible siy
solo si ¢l (A) esinsatishcible. De igual maneraun conjuntol” esinsatisfcible siy solo si ¢l (I') es
insatishcible.

Resumiendosi I' U {A} esun conjuntodeférmulas.entoncevalenlassiguienteequialencias:

'eA & TUu{-4}F_L
& d(TU{-A}hEL
& d(TU{-A})Fpr L.

Ejemplo 3.29 Determinarsila deducodbn {p — (¢ — r),p — q,p} F r esvalida.
Porla obseracion anterior tenemodas siguientesquialencias:

—=@G—=r),p—aptFr & {p—(@—r),p—qpT}FL
& d({p—(@—r)p—qgp-T}HEFL
& d({p—(@—r)p—q¢p-r})Frl
< {-pV-gVr,-pVgp r}ttrL.

Quedacomoejercicioparael lectorcomprobaita Gltima refutacon.
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Capitulo 4

Calculo de Predicados

4.1. Intr oduccibn

Lalbgicaproposicionaksdeficientgparainterpretatosrazonamientomatenaticos.Existenmuchas
proposicionesgjueno puederserexpresadasolamenteconla herramientaguenospoporcionda L 6gi-
ca Proposicional Estose debea que cuandoestudiamoda validez de un argumentono analizamoda
estructuranternadelasvariablesproposicionales?orejemplo,consideremota siguientededucobn:

TodonUmeroracionalesun nimeroreal
7 esun nimeroracional
entoncesy esun nimeroreal.

Esterazonamient@sclaramentevalido, pero no esposiblejustificarlo conlastécnicasvistashasta
ahora.En Logica Proposicionalanalizamossolamente la estructurade las formulaso sentenciagn
terminosdelassentenciaguelascomponen.Enla anteriordeducabn necesitamosn aralisis masfino
delos componentegueintervienen.

4.2. LenguajesdePrimer Orden

Enalgunagamagde la matenaticasetrabajaconestructuragjueconstarde un conjuntodeelemen-
tos, operacioneslefinidasen el conjuntoy/o relacionedefinidasen el conjunto.Porejemplo,un grupo
esun conjuntodotadode unaoperaobn binaria,denotadaor o, juntoconunconjuntodeaxiomasLos
anillossonconjuntosdotadosie dosoperacionebinarias denotadapor + y o, quecumplendetermina-
dosaxiomasUn grafoesun conjuntojunto conunarelacbn binaria(no unafuncion) verificandodeter
minadascondicionesEn todasestasestructurasnatenaticaslas proposicione® sentenciasio pueden
serexpresadasinicamentecon el lenguajeproposicional Los lenguajesie primer ordencorrigenestas
falenciasEnloslenguajesie primerorden,adenasdelos simbolosdel lenguajeproposicionalfambién
tenemossimbolosparadenotarexpresionesomopara todox y existeun x, simbolosparadenotarela-
ciones,simbolosparadenotarfunciones simbolosparadenotarelementodistinguidosdel conjuntoo
constantey algunossimbolosauxiliares Porejemplo,enmatenaticasestamoscostumbradoatrabajar
conexpresione£omo
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4.2.Lenguajegle PrimerOrden Capitulo 4. Calculo de Predicados

Todoslos nimerosnaturalesonreales
Existenalgunosnimeroenterodivisiblespor 2
ExistennUmerosnaturalesnenoregjuel0

Todasestasxpresionepuederserformalizadasnunlenguajemasamplioqueel lenguajeproposi-
cional. Parapoderescribirsimbolicamentexpresionegalescomoexisten..... 0 para todo..., necesita-
moslos simbolosespeciales] (cuantificadorexistencial)y V (cuantificadoruniversal).Por ejemplola
expresbn

Todoslos nimerosnaturalesonreales
sepodia escribir
Vx . six esnatural,entonces esreal.
De igual manera,estamosacostumbrados: tratar con relacionesentre objetos. Por ejemplo, la
propiedad
si z, y sonenterogpositivostal quez < y, entoncegExiste un enteropositivo z tal quey = x + z,
puedeserescritaentérminoslogicoscomo
Vavy (z € ZV Ay e ZT Ae<y— 3z e ZT (y =2+ 2)).

En esteejemplonecesitamositilizar el simbolo de relacbn menoro igual <y unsimbolode funcién
binario+.

Comoenel casoproposicionalyamosa definirlo queesun lenguajede primerordenespecificando
sussimbolosy quesucesionefinitasdeestossimbolosse@nlasformulas.

Definicion 4.1 Un lenjuagede primerorden£ constadelos siguienteconjuntos
1. SmbolosLogicos

= Un conjuntonumerablede variables,denotadgoor Var. Las variableslas simbolizaremos
porzi, xe,.. 02,y, 2, €fC.

= Conectivogroposicionales/, A, — y —.
» CuantificadoesV y 3.
» Smbolosauxiliares(y ).

2. Un conjuntode simbolosC llamadosimbolosde constantesUsualmentdos simbolosde con-
stanteseandenotadopor a, b, ¢, etc. PuedeserC = (.

3. Un conjuntode simbolosF llamadosimbolosde funcionesn-arias. Los simbolosde funcion
seandenotadogor f, g, h, etc Puedeserque F = ().Cadasimbolodefuncion tieneasociadain
nimeronaturaln > 1 llamadola aridadde simbolo. Si la aridadde un simbolo f esn diremos
que f esunn-ario.
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4.2.Lenguajegle PrimerOrden Capitulo 4. Calculo de Predicados

4. Un conjuntode simbolosR llamadosimbolosde predicadosn-arios o relacionesn-arias. Los
predicadosseian denotadosor P, R, etc. Puedeque R = (. Cadasimbolo de relacbn tiene
asociadaun nimeronaturaln > 1 llamadola aridadde simbolo. Si la aridadde un simbolo R es
n diremosque R esun n-ario.

Los simboloslogicosy los simbolosauxiliaressoncomunesa cualquierlenguajede primer orden.
Lossimboloscorrespondienteslos apartado®., 3. y 4. sonlos simbolospropiosdellenguaje Esdecir,
los lenguajede primer ordenquedancaracterizadopor sussimbolospropios.Debido a esto,cuando
hagamoseferenciaa unlenguajede primerordent escribiremos. = (R, F,C) .

Es claro que existenmuchoslenguajesde primer orden.Cadauno dependale los simbolosque se
incluyan.

Veamosalgunosejemplosdelenguajesie primerorden.

Ejemplo 4.2 Consideremosl lenguaje = (R, F,C) , donde

R = {R,P},dondeR esunsimboloderelacbn binarioy P unaria
F =0
C = {a}

Todava no hemodefinidolo quesonférmulasenun lenguajede primer orden,peo podemosutilizar
nuestosconocimientoglel6gicaelementapara dar un par deejemplogie enunciadognestelenguaje:

Vedy (R (z,y) — P(a) A P(x)),

Va (P (x) — R(z,y)) V-R(z,a).

Ejemplo 4.3 Seal unlenguajedeprimerordenquetieneunsimbolodepredicaddinario R, unsimbo-
lo de funcién binariag y un simbolo de constantez. Como ejemplosde enunciadosn estelenguaje
tenemosa

Wy (R(z,9(z,y) = R(z,0))

VaVy3zR (g (z,9) ,2) -
Muchas estructurasnatenaticasconocidagienenasociadosin lenguajede primerorden.

Ejemplo 4.4 El lenguajeformal dela teoiia de nimeros, simbolizadopor Ly, puedeserdefinidocomo
sigue:

1. Simbolosdeconstantesy 1,
2. Dossimbolosdefuncion binarios:+ y x

3. Dossimbolosderelacbn binarios:< vy |.

Cadaunodeestossimbolosintentarepresentala ideausualquetienenenel usomatenatica 0y
1 sonconstantes} y x sonlos simbolosparalas operacionesle adiccbn o sumay producto,y
los simbolos< y | sonusadogparadenotadasrelacionesnenoro igualy divide, respectiamente.
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4.2.Lenguajegle PrimerOrden Capitulo 4. Calculo de Predicados

Ejemplo 4.5 Otralenguajeparala teoiia de nUmeros gsel siguiente

1. Simbolsdeconstantef)
2. Unsimbolodefuncion unario:S

3. Dossimbolosdefuncionbinarios:+y F
En estecaso0 represental cero, S la funcion sucesaresdecir S(n) = n + 1, y F la funcion
E(n,m) =nm.

De igual maneraque hicimosenlagicaproposicional debemoglefinir el conceptode férmula.En
generalunaférmulaenun lenguajede primerorden£ esunasuceshn finita de simbolosdel lenguaje.
Obviamente no todasuceshn seéa unaformula. Paraprecisarexactamenteué sucesionesle simbolos
seian consideradosomoformulasdebemogiarreglasde formacbn paralas mismas Primerodefinire-

mos los términosdel lenguaje,despuedas formulasatomicasy por (ltimo las formulasdel lenguaje
L.

Enlassiguientesiefinicionessuponemosjuehemosfijado unlenguajede primerordent,.

Definicion 4.6 El conjuntode todoslos términosde £, ensimbolosT'er (L), esel menorsubconjunto
desucesionefinitasde elementosle £ queverificanlassiguientegsondiciones:

1. VarucC CTer (L), esdecir todavariabley todaconstanteesuntérmino.

2. Sity,tog,..., t, sontérminosy f esunsimbolodefuncion dearidadn, entonces (t1,t2, ..., tn) €
Ter (L) .

Ejemplo 4.7 ConsideremosnlenguajeC conunsimbolorelacionalbinario R, unsimbolodefuncion
unario f, y unaconstante:. Los siguientessonejemplosdetérminosenel lenguajel:

¢, [(x), [(f (@), fc), F(f(c).

Definicion 4.8 El conjuntode todaslasformulasatbmicasde £, ensimbolos At (£), esel menorsub-
conjuntode sucesionefinitasde elementosle £ queverificanlassiguientecondiciones:

1. Ter (L) C At (L), esdecir todotérminoesunaférmulaatbmica.

2. Sity,ta,...,t, SONtérminosy R esunsimboloderelacbndearidadn, entonceR (1, to, ..., tn) €
At(L).

Ejemplo 4.9 En el mismo lenguajedel ejemploanterior las siguientesexpresionesson ejemplosde
formulasatbmicas:

¢, [(@), [(J (@), f(c), f([(c)
R(z,y), R(f(2),y), R(c, [ (f(c)).

Definicion 4.10 El conjuntodetodaslasformulasde £, ensimbolosF'm (L), esel menorsubconjunto
desucesionefinitasde elementosle £ queverificalassiguientesondiciones:
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4.2.Lenguajegle PrimerOrden Capitulo 4. Calculo de Predicados

1. At(L)C Fm(L)
2. SiA,Be Fm(L),entonceAV B,AAB,A— B,—-A € Fm (L).

3. Sid e F'm(L), entonce¥zA,JxA € F'm (L), siendox cualquiervariable
Veamosahoraalgunosejemplosdelenguajesie primerordeny deférmulasendichoslenguajes.

Ejemplo 4.11 Consideremosl lenguajel = (R, F,C) donde

¢ = {a}
R = {R},dondeR esunsimbolodepredicaddinario,y
F =10

En estecasoel conjuntodetodoslostérminosesTer (£) = Var UC.
Comoejemplosdeférmulasatbmicastenemos

At (L) =VarUCU{R(c,c),R(x,¢), R(Z,Y), eerre }
Ejemplosde formulasson

Vavy (R (x,y) — R(y,x))

Ve (R (¢c,z) — —R(z,c)).

Ejemplo 4.12 Consideremoshoraun lenguajecon dos constantes:, b, dossimbolosde predicados
binariosR y P, unsimbolodefuncion f unarioy unsimbolodefuncién g binaria Entonces

Ter (L) =VarU{a,b, f(a), f(®),9(a,b),g(f(a),b),..... }
At (L) =Ter (L)U{R(a,b),P(a,a),R(f(a),g(a,b)),....... }
Ejemplosdeformulasenestelenguajesefian
Vavy (R(2,y) A f (2)) — P(g(z,y),a) Ay (P (y, f (a,2)))) .
=3z (P (z,a) AVz (R (b,2))) .
4.2.1. Subformulas

El conceptade subBrmulaenunlenguajede primerordens sedefinedemanerasimilaral concepto
de subbrmuladefinidoenel calculoproposicional.

Definicion 4.13 Seal un lenguajey A € F'm (L). El conjuntode las subbrmulasde A sedefine
recursvamentepor:

» Sf(A) = {A}, si A esunaformulaatomica

= Sf(=4) = SF(A)U{-4},
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» Sf(AxB) =Sf(A)USf(B)U{Ax B}, dondex escualquieradelos conectvos binarios—,
V OA.

« Sf (VzA) = Sf(A)U{vzA) .
« Sf(3zA) = Sf(A)U{TeA).

Para determinarel conjuntode subbrmulasde unaférmula A podemosdeterminarsu arbol ge-
neabgico.Porejemplo,el arbolgeneabgicodela formulavx3y [P (z,y) — (R (x,y) V Q (y))] es

Vedy [P (z,y) — (R(z,y) vV Q)]

Alcancede un cuantificador

El alcanceo radiode un cuantificadoivxz o 32 esla formulaafectadgor el cuantificadarEs decir,
siVzA (0 3z A) esunaférmula,entoncesA esel alcancelel cuantificadow (o 3).
Porejemplo,enlaférmula

(Vx (A(x) AP (2,y)) = 3JzR(2)) V R(a,x)
el alcancadel cuantificadowz eslaformulaA (z) A P (z,y), y el alcancedel cuantificadodz esR (z) .

Variableslibr esy ligadas

Una ocurrenciade unavariablez en unaférmula A se dice ligada o acotadasi est dentrodel
alcancede un cuantificadarEn casocontrario,sedicelibre. Unadefinicion formal de esteconceptoes
la siguiente.

Definicion 4.14 Seaz unavariableDiremosz ocurre libre enunaformula A de L si:

1. Si A esatOmica,entonces: ocurrelibre en A siy sblo si 2 esunavariablede A.
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Si Ais (—B), entonces: ocurrelibre en A siy sblo si x ocurrelibre en B.

SiAis (B — (), entonceg: ocurrelibre en A siy sblo siz ocurrelibreen B oenC.

A o wo N

Si AisVy B, entonces: ocurrelibre en A siy solo siz esdiferentedey y x ocurrelibre en B.

5. SiAisdy B, entoncex ocurrelibre en A siy sblo si z esdiferentedey y « ocurrelibre en B.

Las partes4. y 5. de la definicibn anteriordice que unaocurrenciade unavariablexz esacotadasi
est dentrodel alcancede unacuantificadoiva o de un cuantificadoAz.

Ejemplo 4.15 Enlaformula
VaeA (x) A B(z,y)

la variablex esacotaday lasvariablesy y z sonlibres.
Definicion 4.16 Unaformula A escerradao esunasentenciacuandonotienevariabledibres.

Porejemplo,la formula
Vady (P (z,y) A ~R(z)) — P (y))

esunasentencialLa férmula
(R (a,b) A f (a)) — [ (b)
dondea y b sonconstantegstambiénunasentencial.a formula

Jzy (A (z,y) A P(a,z))

no esunasentenciguesla variablez eslibre.
Lassentenciasonlasférmulasenun lenguajedadoquedespuesieinterpretarlagienesentidopre-
guntarsesi sonverdaderag falsas.

Obsewvacion. Unamismaférmulapuedeenervariablesconaparicionesibresy ligadasPor ejemplo
enlaférmula

(Va3y (R (z,y) — P (y)) vV —Q (, f (x))

la variablex tieneunaaparaddn ligaday doslibres.

DadaunaférmulaA escribiremosA (x4, 22, ...., 2, ) paraindicarquelasvariabledibresde A, si ex-
isten,esénenel conjunto{z1, zs, ..., z, }. Tamb&nsimbolizaremod/[ (A4) al conjuntodelasvariables
libres,si existen,dela formula A.

Definicion 4.17 La clausur univesal deunaférmulaA (z1, ..., z,,) esla sentencia
Va1Vao.. Ve, A (21,22, .., Tn) -
La clausum existencialde A (x4, ..., z,,) esla sentencia

Jz13xe... 2, A (1, %2, .oy Tp) -
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Sustituciones.Si A esunaférmula,z unavariablede A y ¢ untérmino,la sustitucon dex port en A4,
ensimbolos A (z/t), esla formulague seobtieneal reemplazaen A cadaaparicon libre de x por el
términot.

Porejemplo,si ¢ esunaconstantegntonces

VaR (z,y) (y/c) esVzR (x,c).

Ve P (2) — Q ()] (z/c) es (YzP (z)) — Q(c) .

Enla Gltimaformulasolosustituimosen@ (z), puesla otraaparicon dex esligada.
Si A(zy,...,z,) esunaférmulaty, ..., t,, sontérminosdistintos,entonceda sustitucon simulnea
delasvariablesey, ..., 2, porlo términosty, ..., t,, ensimbolos

A(.Q?l/tl, ,$n/tn) s

esla formulaqueseobtieneal reemplazacadaaparicon libre dezx; port;. Podemoglarunadefinicion
masformal dela nocidn de sustitucon por mediode la siguisntedefinicion.

Definicion 4.18 Seart y h terminosy z unavariable.La sustitucbn dela variablez por el terminoh
ent esel terminot (z/h) (tambéndenotadd (})) definidorecursvamentecomosigue:

1. Sit =z, entonceg (z/h) = h.
2. Sit =y cony unavariabledistintadex, entonces (x/h) = y.
3. Sit = ¢, dondec esunaconstanteentonces (z/h) = c.

4. Sit = f(l1,...,tn), dondef esun simbolode funcion n-ario y ¢;,..., t,, sontérminos,entonces

£(2/R) = f (t1/hy s tn/B) .

Parael casode formulasla definicibn de sustitucdn de unavarieablez por un términoh enuna
formula A esla siguiente.

Definicion 4.19 SeaA unaférmula,» untérminoy 2 unavariable.La sustitucon dela variablez por
elterminoh en A esla formula A (z/k) (tambéndenotadod (})) definidarecursvamentecomosigue:

1. SiA=R(ty,...,t,), dondeR eunsimbolodepredicadon-ario, , entoncesA (z/h) = R (t1/h, ...,
2. SiA =-B,entoncesA (z/h) = (—B) (z/h) = =B (z/h).

3. SiA = Bx(C,dondex esV,A 0—, entoncesA (z/h) = (BxC)(x/h) = B(xz/h) «C (z/h).
4

SiA = JzB, entoncesA (z/h) = JxB.

o

(z/h)
SiA = JyB, entoncesA (x/h) = JyB (x/h), siendox unavariablelibreen B.
6. SiA =VzB,entoncesA (x/h) = VzB.

(z/h)

|

7. SiA =VyB,entoncesA (z/h) =VyB (z/h), siendox unavariablelibreenB.
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Notemosqgue en el punto4. y 6. enla anteriordefinicion la férmula A quedainvariantepueslas
sustitucionesehacensobrevariabledibresy no sobrevariablesafectadapor un cuantificadar

Definicion 4.20 Un términot sedicelibre para unavariablex enunaférmula A si ningunaocurrencia
libre dex en A est dentrodel alcancede un cuantificadoivy o dy, dondey esunavariabledet.

Sit eslibre paraxz en A, entonce®l términot sepuedesustituirentodaslasinstanciasgiela variable
x sinquealgunavariabley det quededentrodel alcancede un cuantificadar

Ejemplo 4.21 Consideremofa formula
A=Vz(B((x)—C(y)).

El terminot = f (z), dondef esun simbolo de funcion unario,no eslibre paray en A, puescuando
sustituimosy por f () en A, obteniendda formulavz (B (z) — C (f (x))), la variablexz quedabajo
el alcancedeVx en A. El téerminot = f (z) eslibre paray en A.

Veamostro ejemplo.Seala formula

VoA (z,y) — V2B (z,x).

El terminot = f (z,w) no eslibre paray, puesal sustituirenla formulaincial nosquedala formula
VoA (x, f (z,w)) — VzB (z,2) . El terminod = f (y, z) eslibre paray en A, y el terminoy eslibre
paraz.

Lasdefinicionesanterioresegeneralizaral casodesustitucioneslevariablese;, ..., 2, porterminos
t1,..., tn, €ndondesesuponequez; # x; y z; No esunavariablede?;. Unasustitucdn de estetipo se
puededenotarcomounasucesbn finita dela forma

€ = ($1/t1, ...,xn/tn) .
Ejemplo 4.22 Consideremofa formula
A=V2I[(P(z,y) vV R(w) VQ(2)) = (P(z,y) V ~R(2))]

y la sustitucbn
€= (x/c,y/f (avb) 7Z/y7w/f (ava))a

dondef esunsimbolodefuncion binarioy a, b y ¢ sonconstantesEntonceda sustitucon e aplicadaa
laformulaA, ensimbolose (A4), es

e(A) =Vz3z[(P (2, [ (a,0)) V R(f (a;0)) V Q(2)) — (P (2, [ (a,0)) V =R (2))].

Notemosguelasvariablesy e z quedarninalteradagpuessonligadasen A.

45



4.3. Senanticade PrimerOrden Capitulo 4. Calculo de Predicados

4.3. SemanticadePrimer Orden

Dadounlenguajedeprimerordent = (R, F,C) , unaférmula4 endicholenguajeesunasucesin
finita de simbolosque no tiene unainterpretadn fija. Parainterpretarlas férmulasde primer orden
vamosadefinirlos modeloso interpretacionedellenguaje En el casoproposicionalasinterpretaciones
o modeloseranlas valuacionessobreel conjunto{0, 1}. En el casode primer ordenlos modelosson
estructuragnascomplicadaspuesno solo debemoglefinir comointerpretamosos simbolosv, A, — y
-, sinotambin debemoglefinir como interpretarlos simbolosrelacionalesfuncionales constantey
los cuantificadore¥ y 4.

Las férmulasde un lenguajede primer ordense interpretansobreconjuntos,o tambin llamados
dominios.Paraentendemejorcomo sedebedefinir unainterpretadn vamosadar primeroun ejemplo
deunaférmulaenunlenguajede primerordencony posiblesinterpretaciones.

Ejemplo 4.23 Consideremosin lenguajede primer orden£ conunasolaconstante: y un simbolode
predicaddbinario R. Consideremofassiguientegormulasenestelenguaje

A =Vy3zR (y,x).

B =Vy3zR (z,y)

La formula 4 nosdice queparacualquiery existeun z tal quey estrelacionadaonz. Consideremos
ahorael conjuntodelos naturalesN U {0} y sea< la relacbn de ordenestrictoentrenimerosnaturales.
Larelacbn < interpretdarelacbn Ry el cero0 interpretda constante. LaformulaA esvalidasobrela
terna(N, <, {0}), puesparatodoelementay € N existeun elementar € N tal quex < y. Porejemplo,
el elementay = 2 -+ 1 cumplela condicbn dequez < y. En estecasopodemosescribir

(N, <,{0}) EVy3zR (y,x) .

La formulaB no esvalidasobrela estructurgN, <, {0}), puesexisteun elementay tal queparatodoz
< y. El elementgy = 0 notieneantecesorEn estecasopodemosescribir

(N, <,{0}) EVy3azR (z,y) .

Sicambiamosledominio,porejemplotomamoda estructurd Z, <, {0} ), entoncegnestecasatenemos
que
(Z,<,{0}) F Vy3zR (y, z)

(Z,<) E VydzR(x,y) .
De acuerdaa esteejemplo,un lenguajede primer ordenpuedetenermuchosmodeloso interpreta-

ciones.Algunasformulaspuedenserverdaderagn algunosmodelosy falsasen otro. Vamosahoraa
decirexactamentejueesun modeloo interpretaddn deun lenguaje.
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Definicion 4.24 Seal = (R, F,C) unlenguajede primerorden.Unainterpretacbn o un modeloM
enel lenguajel esunaestructura
M = (D,R", FP.cP)

donde

1. D eseldominioo univesodela interpretacbn. Esun conjuntono vado dondelas variablesdel
lenguajetomanvalores.

2. RP esunconjuntoderelaciones:-ariasdefinidassobreD tal queparacadasimboloderelacbn
n-ario R € R de L existeunarelacbn R C D™ queesasignada R.

3. FP esun conjuntode funcionesn-ariasdefinidassobreD tal queparacadasimbolo de funcion
n-ario f € F de L existeunafuncion f P : D* — D queesasignada f.

4. CP esunconjuntode elementoslistinguidosde D tal queparacadasimbolode constante: € C
de £ existeunelementa:” € D tal queesasignadac.

Dadaunainterpretaddn o modeloM esusualescribirel dominio D como|M|. TambEénpodemos
dar la definicion de modelocomounaestructuraM = (D, R”, FP, P} junto con unafuncion I :
L — D tal quecumplalascondiciones:

1. 1:R—RP:I(R)=R".
2. 1:F—->FPr(f)y=r>"
3. 1:C—=CP:I(c)=¢c"

Enotraspakbras)a funcion I asignaacadasimboloderelacbn R € R unarelacbn R” sobreD, a
cadasimbolodefuncion f € F unafuncion £ definidasobreD, y acadasimbolode constante: € C,
un elementadistinguidoc” € D.

Ejemplo 4.25 Sea L un lenguajecon un simbolo relacionalunario R. En cualquiermodeloM =
(D, {RP}) deestelenguajela interpretaddn del simbolorelacionalR correspond@ subconjuntoslel
dominio D, esdecirRP C D.

Ejemplo 4.26 SeaL un lenguajecon un simbolo relacionalbinario R y unaconstantec. Cualquier
modeloM de estelenguajedebertenerdefinidoen el dominiounarelacbn binariaR” y un elemento
distinguidoc® talque:I (R) = RPy I (c) = ¢”. Porejemploenel conjuntoD = {a, b, ¢,d} definimos
la relacbn binaria

S = {(av a) ) (av b) ) (av C) ) (av d) ) (bv C)}

y supongamosguea esel elementalistinguido.Entonces
I(R)=RP =5y I(c)=c’=a.

En estemodelopodemosnterpretarformulasen el lenguajeL. Por ejemplo,intentemosnterpretardas
siguientegormulas:
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1. A=Vz3iyR(z,y)
2. B=VzR(a,x)

La formula A no esverdaderaen estemodelo,puesel elementad no esé relacionadacon ningln
elementoLa férmula B si esverdaderen M puesla interpretaddn dela constante: estrelacionada
contodoelementade D.

4.3.1. Conceptodeverdad

Ahora definiremosformalmenteel conceptode formula valida en un modelo bajo una va-
luacibn,férmulavalidaenunmodeloy finalmentg6rmulavalidaencualquiemodelo Primerodefinire-
mosla nocibn devaluacbn o asighadn sobreun modelo.

Cuandoqueremosdnterpretaunaformulaenun modelodadodebemossignawvaloresalasvariables
gueocurrenenlaférmula.Porejemploen el conjuntodelos nimerosealesR consideremoka siguiente
desigualdad:

22— 4 <0. (4.1)

Sabemosjueestadesigualdaes verdaderaoloenel intenalo real (—2, 2) . Cualquierotro valor fuera
de esteintenalo no verifica la desigualdadEn otraspalabras,paraciertasasignacionesle valoresde
R ala variablex la desigualdadesvalida. Si queremosserun poco masformal, podemosconsiderar
un lenguajequetengaun simbolo relacionalbinario R, dossimbolosde funcion binarios f y g y dos
constantes, y b. Un modeloen estelenguajedebefa serde la forma (D, { RP} , { fP,¢"} , {a, b}).
ParanuestroejemploM = (R, {<},{x, -}, {0,4}) esunmodelodonde<= R¥, x = f& — = ¢k,
a® = 0y t® = 4. La desigualdad4.1) se puedeescribircomola formulacon unavariablelibre z
siguiente:
A(z) = R(g(f(z,z),4),0).

LuegolaformulaA (z) esverdaderanel modeloM soloenlos casosdondela variablex sele asigna
valoresdelintenalo (—2,2) .

La discusbn anteriornoslleva a definirla nocibn devaluacbn o asignadn deun modelocomouna
funcion queasignaa lasvariableselementoglel dominiodel modelo.

Entodolo quesiguesupondremoguetenemodijado unlenguajede primerordent = (R, F,C) .

Definicion 4.27 SeaM = (D, RP, FP,CP) un modelodel lenguajeC. Unavaluacibn o asignacbn
v esunafuncion
v:Var — D.

Comoel conjuntodevariablesV ar esun conjuntonumerableesdecirVar = {p1, ..., Pn, ---}, UNa
valuacbnv : Var — D puedeserdescriptgpor mediodesuimagen.En otraspalabrasunavaluacon v
puedeserdefinidacomounasucesin

V= (01, ey U, -.)

de elementoglel dominio D, dondev (p;) = p? = a;. Tambénesmuy utilizadala notacon vectorial
a= (al, ceey Oy ) .
Ahoradefiniremosl valor deuntérminot bajounavaluacona = (aq, ..., @y, ...) .
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Definicion 4.28 El valor ola denotacbndeuntérminot (x4, ..., 2, ) bajounavaluacbna = (aq, ..., Gy, -..),
ensimbolost” [d] esun elementadel dominio D quesedefinerecursiamentecomo:

1. Sit¢; esunavariablex; entonces

zP [d] = a;

(2

1. Sit esunaconstante: € Cy¢” esla interpretacbn dec en D, entonces
P ld] = cP.
2. Sit = f(t1,...,tn), dondety,to,....,t, € Ter(L)y f € F esun simbolode funcibn n-ario,
entonces
tD [d] — fD (t17t27 7tn) [d] — fD (tlD [d] 7t2D [d] ; 7tr? [d]) .
dondef” : D™ — D esla funcbn n-aria queinterpreta el simbolode funcion f, y t? sonlas
interpretacionegdelos términost; sobe D.

Observacion. SeaM unmodelo.Paraunavaluacon d = (aq, ..., Gy, ..) Y Untérminot (z1, ..., ) ,
tP |d@) esel elementadel dominio D queseobtienesustituyendaadaocurrenciadela variablez; porel
elementay; de D ent.

Ejemplo 4.29 Seat = f (21, g (z2,3)), dondef y g sonsimbolosde funcion binariosy seael modelo
M = (R, f®, g*) dondef® = +y g® = x. Entonceparacualquiervaluacbn a = (a1, az, as, -..)

1] = 1% (21 [d), 6 (2n,20) [a]) = £* (21 [d), 6 (5 [a] .25 [a]))
=r <a1,gR (az,a3)> = a1+ 9" (az,03) = a1 + (az X a3).

Ejemplo 4.30 Consideremosn lenguajecon un simbolode funcion unario f y un simbolo de funcion
binario g. Consideremosos términost; (z,y) = f(g(x,y)) y t2 = g(f(x), f (y)). Seael modelo
M = (Zs, [, @) dondeZs = {0,1,2} y , f22 y, g% = @ estindefinidaspor lastablas:

x|, 7 (2) o012
0 0 010|112
1 2 1111210
2 2 2121011
Paracualquiervaluacon d = (a1,a2) € Z3 X Z3 :
2 (2,9) la1,a2] = 2 (g% (,9)) las, az] = 5 (a1 @ ag).
t%g ($, y) [alv a2] — gZS (fZS ($) ) fZS (y)) [alv a2] — fZS (al) D, fZS (a2)

Porejemplo,sia = (1,2), entonces

172 [1,2) = [ (1@ 2) = [ (0) =0,

2,2 = ()@ [ (2) =202 =1.
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Definicion 4.31 SeaM un modeloy @ valuacbn. Seax; unavariabley d € D. Lavaluacon @} esla
valuacbn definidapor:
yPld) si y# x
ag (y) =
d si y=ua;

La valuacbn a;' esigual ala valuacbn a, exceptotal vez,enel valor queasignaa la variablez. Si
a est escritacomounasecuencia = (a1, ..., ¢;—1, @;, @;41, -..) €Ntonces

=T
adz - (alv vy —1, d, Ait1, ) .

Si @ esunavaluacbny x esunavariable,entoncesramosa escribir[d, a] si el ordenenqueocurrela
variableno esimportante.
Observacion. Seaa unavaluacon. Entoncessiz,y € Var, z # y, entoncega?)} = (ay)

T

a

Ahora definiremosla validez o satisaccbn de unaférmulaen un modelobajo unavaluacbn en
términosdela relacbn de satistcion |-.

Definicion 4.32 SeaM un modeloy A (x4, ..., z,) unaférmulacuyasvariableslibres se encuentran
entrelas del conjunto{z1,...,z,}. Seaa unavaluacon. Diremosquela formula 4 (21, ...,2,) €S
valida en M bajod, o qued satisfacda formulaA (x4, ..., z,,), ensimbolos

ME A(x1,...,2p) |d],
si secumplenlassiguienteslausulas:
1. Sidist; =t9,contyyts € Ter (L), entonces
M= Ald) < tP =L,

2. SiA € At (L), esdecirA = R (1, ..., t,), dondet; (z1, ...,2,) € Ter (L) y R esunsimbolode
predicada-ario, entonces

ME R(t1,....t) [d] & (tP[d],....t5 [@]) € RM.

3. SiA = -DB,entonces,
ME Alal & M ¥ Blad].

4. SiA = B AC,entonces

ME (BAC)[d) & MEBld yMEC|d.

5. SiA = Bv(C,entonces

ME(BVO)d e MEB[d oMECld].
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6. SiA=DB — C, entonces

ME(B—QO)d & ME-Bld oMECld.

7. SiA(xy,...,2n) = V2B (2,21, ...,2,), €NtONCES
MEV2B (x, 21, ...,2,) [d] & paratodod € D, M E B|d,d],
donded esel elementade D queseasignaala variablez.
8. SiA(xy,...,2n) =B (2,21, ..., 2,), ENtONCES
ME B (x,21,...,2,) [d] & existed € D, M E B (z,21,...,2,) |d, d],
donded esel elementade D queseasignaala variablez.

Observacion. ConsideremosnaférmulaA (x4, ..., 2,) dondezy, ..., z,, sontodaslasvariabledibres
gueocurrenen A. Masadelanteprobaremosin resultadojlamadoLemade Coincidenciagueafirma
quesiay b sondosvaluacioneslefinidassobreun modeloM guecoincidensobrelas variablesde A
(esdecir sia; = b;, paral <4 < n), entonces

ME Ald & ME A[b).

Enotraspalabrasla validezdela férmula 4 bajounavaluacdn d solodependalelos valoresquedicha
valuacbn asignaa las variableslibres de A. En consecuencissi @ = (aq, ..., @y, ...), CONa; € D,
entoncepodemosescribirM E Alaq, ..., a,,] envezde M E A|[d], pueslos restantevaloresa;, con
i > n -+ 1 nosonnecesarioparaevaluarla férmula A.

Resumiendosi 4 (21, ..., %) = V&, 11B (21, ..., Zn, Tny1) , €ENtONCES

ME A(x1,..0ixn) a1, oy 0n] & MEYZ 1B (21, ooy Ty Tnt1) (01, vy On)
& ME B(%1, .y Zny Tny1) |a1, .., an, d| , paratodod € D,

ysiA(x1,....;x,) = 1B (21, ..., Tn, Tny1) , ENtONCES

ME A(x1,...;xn) a1,y 0n] & ME X, 1B (21, oy Ty 1) (01, oovy Q)
& ME I (21,0 Ty Xrg1) |01, -, G, d] , paraalgind € D.

Las formulascon n-variableslibres se comportancomounaecuaocdn en n-variables.Si queremos
saberctalessonlasvaluacioneslefinidassobreunmodeloM quesatishcenaunaformula4 (x4, ..., ;)
debemogleterminarictalessonlasn-uplas(as, ..., a,) € D™ quesatishcena A (z1, ..., ) , puescada
n-uplaseidentificaconunavaluacon.

El conjuntode todaslas n-uplas(as, ..., a,) que satisacenunaformula A (x4, ..., z,) defineuna
relacbn n-ariaA” en D del siguientemodo:

AP = {(ay, .y an) : ME A1, . ) [01, -y ]} -

Esteconjuntosellamael conjuntode solucionegle la formula A (z1, ..., ;) . Porejemploel conjunto
de solucionedela formulaA (z) = 22 —4 < 0 enel modeloM = (R, {<},{+,.}) esel conjunto
AP — (-2,2).
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Conestanotacbn podemosfirmarqueunavaluacon (as, ..., a,,) satishceaunaformulaA (z1, ..., )
siy solosi(ay, ...,a,) € AP, ensimbolos

MEAld & d=(a1,...,a,) € AP.
Aquellasformulasquesonsatisfechagor cualquiervaluacon (aq, ..., a,,) , €sdecircuando
AP — pm
sonlasformulasvalidasenel modeloM.

Definicion 4.33 Unaférmula A esvalida enun modeloM , ensimbolosM E A, siy solosi esvalida
bajocualquiervaluacon definidasobreel modelo.Esdecir,

ME A& ME Ald), paracualquiernvaluacon a.

Diremosque A esvalida o l6gicamentevalida, si esvalida en cualquiermodelo.Diremosque una
formula A essatisfaciblesi existe algin modeloM tal que M E A.

Ejemplo 4.34 Consideremosl modelo
M = <D7PD7QD7RD>

dondeD = {1,2,3,4}, PP = {1,2}, Q" = {2,3,4} ,y R = {(1,
existenvaluacionesiefinidasen M quesatishganala formula A ()
esvalidaenel modelo.

ObseremosquelaformulaA tienenunasolavariablelibre. Debemogonsiderarinicialmente valu-
acionedlefinidassobrela variablequeaparecéibre, esdecir, estudiemosi existenvaluaciones = (a)
quesatishganla formulaA (z) , olo queeslo mismo,debemosleterminata relacbn unaria

(1,3),(2,4)} . Estudiemosi
JyR (z,y) , y verifiguemossi

2),

D_faeD: MEA®)a}.
Sia =1, tenemogjue

MEA@®I] & MEIYR(z,y)|1]
& existealgind € D talqueM E R(z,y) [1,d]
& existealgind € D talque (1,d) € RP.

Esclaroquelosvaloresd = 2 y d = 3 satisacena tltima condicbn. Porlo tanto,la valuacbna = 1
satishceala formula.
Sia = 2, entonces

ME A(2)[2] & existealgind € D talque (2,d) € RP.

El elemental = 4 cumplela condicbn anteriory porlo tantola valuacbn ¢ = (2) satishcela formula.
Sia = 3, tenemogjue

MEA(z)[3] < existealgind € D talque (3,d) € R”.
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Si miramosla definicion de R obsenamosqueno hay elementos! € D tal que(3,d) € R”. Porlo
tantola valuacbn o = 3 no satishcea la formula.De igual manerasededucequea = 4 no satishcea
A (z) . Deacuerdm estearglisisla relacbn determinadaor A (z) (enestecasoesun conjunto)es

AP ={1,2}.

ComoAP +£ D, esdecir, existenvaluacionesjueno satishcenala formula,entoncesA (z) noesvalida
enM.

Ejercicio 4.3.1 Utilizando el mismomodelodel ejemploanterior estudiara satishcibilidady validez
delassiguientegérmulas.

1. B(y) =Vz((PzVQz) — R(z,y))
2. C=VYady(Pz— R(z,9)VQy,2).
Ejemplo 4.35 Consideremota formula
A(z) =VyVz[(R(y,2) A R(2,2)) — R(y,z)].

SeaM = (D, R”) unmodelodondeD = {a,b} y R = {(a,a),(b,b),(b,a)}. Determinemosl
conjuntoA” . En estecasocomoel dominiodel modeloespequéio podemosonstruirunatabla

[y[=[2[R@o) [R@z2) [R@2) |
alal|a 1 1 1
alalb
alb|a 1
al|bl|b
bla|a 1
blal|b 1
b|lb|a 1
b|b|b 1

Deacuerdaonlatablaanterior laformulaA («) esvalidasoloparaz = a. Enconsecuencigd? = {a}
y porlo tantono esunaformulavalida.

Ejemplo 4.36 Consideremosn lenguajede primerordenconunaconstante: y unsimboloderelacbn
binario R. Endicholenguajeconsideremota formula

A=VzR(z,c).
SeaM cualquierodelo,dondeD essudominio.Entonces

MEVzZR(c,z) < paratodoelemental € D, M E R (¢, z) [d]
& paratodoelemental € D, (c”,d) € R”.

Consideremosahoralos siguientesnodelos

My = (N, <,{0}) Mz = (N, <{1}) Mz = (Z,<,{0}).
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Entoncegdle acuerdaal aralisisdadoanteriormentetenemosgjue

(N, <,{0}) EVzR(z,c) « paratodoelemental € N, (c”,d) € R
& paratodoelemental € N, N =0 < d
(N,<,{2}) ¥VzR(z,c) & existeunelemental € N, (c?,d) ¢ RP
& existeunelemental € N, N =2 £ d
& existed = 1, talque2 £ 1
&
&

(Z,<,{0}) ¥ VzR (z,c¢) existeunelementad € Z, (c”,d) ¢ R”
existeunelemental € Z, N =0 £ d

existed = —1, talque0 £ —1

i3

La formulaVzR (z, c) essatishcible puesexiste al menosel modeloM; = (N, <,{0}) tal que
My E VzR(z,c). Peroestaformulano esvalida puesexiste el modeloMs = (N, <, {2}) donde
Mo EVZR(x,c).

El siguienteresultadgustificala utilizacion de valuacioneson un niimerofinito de valoresenuna
formulaconn-variables.

Lema4.37(de Coincidencia) Seard y5dosvaluacioneszlefinidassoble unmodeloM. Entoncegara
cadatérminot (z1, ..., z,,) y para cadaformula A (z1, ..., z,,) :

1. Sia; = b; paratodavariabledet, entonces

2. Sia; = b; paratodavariablelibre de A4, entonces

ME Ald) & ME Afbl.

Demostracdn. 1. La pruebaespor induccbn sobrela construcan del términot. £l primer casoa
consideraescuandoel terminoesunavariablex;.

Supongamosuet = z; € Var. Entoncespor hipotesist? [d@] = a; = b; = tP[b).
Consideremoshorael casoenquet esunaconstante:. Si¢ = ¢ € C, entonces? [d] = ¢ = t2[b).
Ahoraveamosel casoenquet esuntérmino f (¢4, ..., t,,) dondet; sontérminosy f esunsimbolode
funcion n-ario. En este casoutilizaremosla hipbtesisinductva paracadauno de los términost;. De

—

acuerdaconesto,t; [a] = t;|b] paracadatérminot;. Entonces

tPld) = fP (4, ta) [d = [P (G d), ..., tn @)
— D (tl[a,...,tn[a) — P (b1, oy t) [B] = £P[D

2. SeaA (x1, ..., z,) dondexy, ..., x,, sontodaslas variableslibres de A. La pruebaes por induccbn
sobrela longituddela formula.Probaremosoloel casode formulasatbmicasy formulascuantificadas
universalmentel.os otroscasosgjuedarcomoejercicios.
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Supongamogue A = R (t1, ..., t,) , dondeR esunsimboloderelacbn n-arioy t1, ..., t, sontérminos.

Entonces
MER(ty,....t,) a] < (t{j [a,..t> [d]) € RP
4 (), ., t210) € RP
& MER(t, . t) (0]

Supongamosjue 4 (21, ...,2,) = YyB (y,z1, ..., ,) , dondezq, ..., ¢, sontodaslas variableslibres
gueocurrenen B. Luego,

MEVYyB (y,x1,...,2,) [d] < paratodod € D, M E B (y,21, ..., %) |d, d
& paratodod € D, M E B (y, 21, ..., %) |d, b]

& MEYYB(y, 1, ..., %) [b].

Lema 4.38 Seat untérminocerrado.Para cualquierpar devaluacionest y b definidassobie unmodelo
M,

—

t7la] = t"[].
Si A esunasentenciagntoncegara cualquierd y b definidassobe un modeloM,

—

ME Alal & ME Ab].
Demostracdbn. Esinmediatapor el Lemade Coincidencia. |

Obseraciones.

1. El Lemade Coincidencianos afirma que la validez de formulasen un modelo solo depende
de las variableslibres que tengala formula. En consecuenciaguandotrabajemoscon formulas
A (x1,...,z,) dondezy, ..., z, sontodaslasvariabledibres,unaasignaddn paradichaformulaes
suficientedescribirlapor mediodela secuencidinitad = (as, ..., a,,) , dondea; esel elementale
D quesele asignaala variablez;.

2. Seat untérminocerradoy M un modelo.Comola validezde ¢ no dependale las valuaciones,
entoncegpodemosescribirt” envezdet” [a] . De igual forma, si A esunasentenciapodemos
escribirM E A envezde M E Ald].

3. Comohemosafirmadoanteriormentela validezde unasentencialependale suestructuranterna
y nodelasvariablegjuetengaPorello, teniendaencuentda obseracion 2. anterior la definicion
devalidezdeunasentenciad enun modeloM puedeserprecisadalela siguienteforma:

a SiA = R(t,...,t,), dondeR esun simbolo derelacbn n-arioy t1, ..., t, sontérminos
cerradosentonces
ME Ry, .. ln) & (1, .., 1) € RP.

b) SiA=-B,entonces
ME-B&s MEB.
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c¢) SiA= BAC, entonces
MEBANC & MEBYMEC.
d) SiA= BvVvC(C,entonces
MEBVC &S MEBOMEC.
e SiA=B — C, entonces
MEB—-Ce&ME-AoMEC.
f) SiA =VzB(z), dondeB tienealo sumounaunicavariablelibre z, entonces
MEVzB (x) & paracadas € D, M F B (z)|a .
g) SiA=3JxB(x),dondeB tienealo sumounalnicavariablelibre z, entonces
ME B (2) & existeuna € D, M E B (z) [al .

SeaA (x4, ..., x,) unaférmuladondezy, ..., z,, sonsusvariabledibres.El proximo resultadaafirma
quelaféormulaA (x4, ..., z,) esvalidaenun modeloM siy solosi esvalidasuclausurauniversal.

Lema4.39 SeaA (21, ..., 2,) unaformulay M un modelo.Entonces
ME A(x1,....2,) & MEVE.. Ve, A (21, ..., Tpn) .
Demostracdn. Probaremosoloel casoA (z) . EsdecircuandoA tieneunasolavariablelibre.

MEV2A(z) < paratodavaluacbna, M E A(x)|a]
& ME A(x)

El lemaanteriornosdice quela validezde unaformulaen un modeloeslo mismoquela validez
de suclausurauniversalen el modelo.Porestehecho,cuandohablemosie validezen modelossoloes
necesaridiacerloparasentencias.

Lema 4.40(de Sustitucion) SeaM unmodelo.Seal untérminolibre para unavariablez. Seaa una
valuacbn tal quet” [a] = b. Entonces

1. Paratodotérminor,
rP (/1) [a] =" (2)[b].

2. Paratodaformula A cont untérminolibre para z en A

ME Az/t)]a] & ME A@)b].
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Demostracdn. 1. La pruebaesporinduccbn sobrela longituddeltérminor.
Sir = z, entonces (x/t) = t. Luego

P (z/0) ] = t"[a] = b

rP () o] = 2P [b] = b.
Sir = y, cony unavariabledistintadex, entonces (z/t) = r. Enconsecuencia,

P ((@/t) [a] =7
r(x) [0 = y"

Sir = ¢, conc unaconstantegntonces (z/t) =
P(a/t)la] = P [a] = P =P [b] =7 [b].

Sear = f (t1,...,t,) , dondef esunsimbolodefuncionn-arioy t1, ..., t,, sontérminosgquecumplen
lashipotesisdel Lema.Entonces:

Pz/t)la] =c” = P ( (33/75) o ln (33/75))[ | = 1P (i (@/0) [a], eyt (/1) [a])
= [Pt @) 0], st (@) [0]) = 7 (1 (2) eyt (2)) [
—rP(2)[].

2. SeaA unaformulay ¢ untérminolibre parax en A. La pruebaespor inducibn sobrela longitud
delaférmula.
Sead = R (t1, ..., t,) , dondeR esunsimboloderelacbnn-arioy ¢, ..., t,, sontérminos.Entonces

z/t) [a]) € RP
bl) € RP
n () (8]

ME R (z/t) sl (/1) [a] & (L1 (z/1)[a] ;.. tn (
& (@) o], tn (2)
o MER( (), .t

Sead = VyB (y,z) , dondesuponemosjuex eslibre en A. Entonces

MEVYyB (y,z/t)|a] < paracualquierd € D, M E B (y,z/t)|d,al
& paracualquierd € D, M & B (y,x) |d, b]
MEYyB (y,z)[b] .

Comot eslibre parax en 4, entonceda variabley no puedeocurrirent.
Siz noeslibre en 4, entoncesAd esunasentencig porlo tantoM E Aja] < M E A[b].
El casoA = 3y B (y, x) seanalizade manerasimilary quedacomoejercicio. [ |

Vamosa finalizar estaseccdon dandoalgunasformulasvalidas. Recordemogjue unaformulaes
validasiy solosi esvalidaencualquiermodelo.

Lema4.41 Seand y B formulasconalo sumounavariablelibre 2 y seac unaconstanteEntoncedas
siguientegérmulassonvalidas.
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1. VzA(z) — A(z)
2. A(z) — JzA(z),

3. VzA(z) — A(z/c),

4. A(zfc) — JnA(z),

5. VzA(z) — JeA(2),

6. VaVzA(z) — VoA (z)

7. JeA(z) — JoTzA (z)

8. Vz(A(z) — B(z)) — (VzA () — V2B (z)),
9. Vz(A(z) — B(z)) — (GzA(z) — JzB (x)),
10. Vz(A(z) A B (z)) < (VzA(z) AV2B (z)),
11. 3z (A(2) VB (2)) < JzA(z) v IzB (2),
12. VzA(z) AJzB(z) — Jz (A (z) A B(2)),

=
w

Ve (A(z)V B(z)) — (VA (2) vV IzB(2)),
VzA (z) = ~Jr-A(z),
JeA () — —Va-A(2),
(z)
(z)

e e
o o &

—VzA (z) < Jr-A(x),
17. —3dzA(z) < Vz-A(2),

Demostracdbn. Probaremosimododeejemplo3.y 8. Lasdemaspruebagjuedancomoejercicio.

3. SeaM unmodelocualquieraDebemogprobarque M E Vz A (x) — A (xz/c) . Esdecir debemos
probarquesi M E VxA (x), entoncesM E A (z/c). Supongamogntoncesjue M £ Va A (x), es
decir, paracualquierd € D, M £ A (z) [d] . En particularvale parac™, M & A (z) [¢"] . Peroporel
Lemade Sustitucdn, tenemodassiguientesquialencias,

ME A(z/e)|d) & ME A(z) [P [d]] & ME Az) ["].

Porlo tanto,la sentenciasvalida.

8. SeaM un modelo.Probarque M E Va (A (z) — B (x)) — (VaA(x) — VaB (z)) esequva-
lentea probarquesi M EVz (A (z) — B(z)) y M E VzA(x), entoncesM E VzB (z). Seaa € D
arbitrario. Por la suposiobn, M £ A(x) — B (z)[a] y M E A(z)]|al. EntoncesM E B(z)|al.
Comoaq esarbitrario, M £ VB (x) . [ |

Lema4.42 SeaA (x,y) unaférmulaconalo sumodosvariableslibres.Entonceda sentencia
JxvVyA (x,y) — VyIz A (x,y)
esvalida.

Demostracbn. Ejercicio. |
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4.3.2. Equivalencialbgica

De forma similar a lo hechoen el casoproposicionalahoradefiniremosel conceptode formulas
equvalentesSupondremoguehemosfijado unlenguajede primerorden,..

Definicion 4.43 DiremosquelasférmulasA y B conlas mismasvariableslibres sonequivalentesen
simbolosA = B, siy soloparatodomodeloM,

MEAS MEB.
Esdecir A y B sonequialentessi sonvalidasenlos mismosmodelos.
Esinmediatocomprobaique
A = B & paratodomodeloM, M E A «— B.

Proposicbn 4.44 Para cualquierformula A severificaque:

1. —VzA =dz-A.

2. —dzA =Va-A.

3. VzA=-d2-A

4., dzA=-V-A.
Demostracbn. Sededuceporel Lema4.41. |

Proposicbn 4.45(Cambio de variables) SeaA unaformula. Entoncespara toda variable y que no
apareceen A valenlas siguientesquivalencias:

1. VzA(z) =VyA(x/y).
2. dzA(z)=3yA(x/y).

Demostracdbn. Probamod. Sead (z) unaformulaconunasolavariablelibre. Consideremoan mod-
elo M. Primeroveremos,por induccbn que A (z) [a] = A(x/y)|a], paracualquiera € D y para
y ¢ Var (A(z)). Analizamosalgunoscasossolamente.

Si A (z) esuntérminot () tal quet (z) = 2, entonces (z/y) = y. Luego,t? (z) [a] = z” [a] = a
ytP (z/y) [a] = ¢y |a] = a. Porlo tanto,t” (z) [a| = tP (z/y) [a] .

SiA(x) = R(t1(z),....tn (z)), donde R esun simbolo de relacbn n-arioy ; sontérminos.

Entonces
RP (11 (2) s tn (2)) [a] = RP (¢ (2)]al [a])
= RP (tD(w/y)[ ] ( /[y

] [al)
RP (t1 (2/y) s tn ( / )

|
Porlo tanto,
MEV2A(x) < paracadaa € D, M E A(z)|al

paracadaa € D, M E A (x/y)|a],cony & Var (A (z))
MEV2A (z/y)
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Lema4.46 Seand y B formulastal quex no esunavariablede B. Entonces
1. Vz(AvV B) = (vVzA)V B,
2. Jz(AAB)=(3zA) A B.

Demostracdn. Ejercicio. |

4.4. Consecuencisenantica

Cuandaestudiamogl CalculoProposicionatlefinimoda relacbndeconsecuencieomounarelacbn
entreconjuntosde formulasy formulas.Ahoradefiniremosunanocion similar parala l6gicade Primer
Orden.

Definicion 4.47 Seal” un conjuntode sentenciagn un lenguajeL. DiremosqueI’ es satisfaciblesi
existeunmodeloM tal que M E A paratodasentenciad € I'. Paraabreviar escribiremosm E I'. Un
conjuntoesinsatisfaciblesi no essatishcible.

Diremosqueunaférmula A esconsecuencide un conjuntode sentencia$’, ensimbolosI’ F A, si
paracadamodeloM tal que M E T, entoncesM F A.

Ejemplo 4.48 El conjuntode sentencias
['={Vady (P (z) — R(z,y)), VaVy[-R(z,y) — (=P (2) VP (y))l}.
essatisfcible, puespor ejemplo,enel modeloM = (D, PP, RP), dondeD = {1,2,3}, PP = {1,2}
y RP = {(1,1),(2,1),(1,2)}, lassentenciasonvalidas.
Ejemplo 4.49 El conjuntode sentencias
I'={3z(P@)AQ (), V& (P (z) = R(z,2)), V2(Q(2) —» R (z,2))}

esinsatisfcible.Paracomprobaestaafirmacbnrazonaremoporcontradicabn. Supongamogueexiste
unmodeloM quesatishcea lastressentenciasimultaneament€Comosatisacea la primer sentencia
existeuna € D talqueM E P (a) y M E @ (a) . La sggundasentencialebetambién sersatisfechaor
el elementas, esdecirM E P (a) — R (a,a) . Porlo tanto,comoM E P (a) entonces

ME R(a,a).

Perotambin el elementoa debesatishcerla tercersentenciasM E Q (a) — —R(a,a), y cOmo
M E @ (a) entoncesM E —R(a,a), lo queesunacontradicodn. En consecuenciggl conjuntode
sentencia$’ esinsatisacible.

Ejemplo 4.50 La sentenci&’z (—Q (z) — JyR (x,y)) esconsecuencidel conjuntode sentencias
I'={vz(P(z)VvQ (), vz (P(z) - IyR(z,y))}.

Enefecto.SupongamogueexisteunmodeloM tal quesatisaceal conjuntodesentencias’. Probemos
queM E VY (—=Q (z) — JyR(x,y)) . Seaa € D arbitrario.Debemoscomprobaque M F —-Q () —
JyR (x,y) |a] , esdecit siM E =Q (z) |a|, entoncesM F FyR (z,y) [a] . Ahora,si M E =Q (z) [a]
entoncesM # Q (z) [a] . ComoM E P (z) V Q (z) |a], entoncesM E P (z) [a] . Poraltimo comoen
M lasentencieZz (P (x) — JyR (z,y)) esvalida,entoncesM = Iy R (x,y) [a] .
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La relacbn de consecuenciaenanticatienealgunaspropiedadegomunescon la relacbn de con-
secuencisenanticadefinidaen ldgica proposicional Estacoincidenciano es casual.Muchasde las
propiedadesdelarelacbn sonpropiedadesdetipo universalesEsdecir nodependemela ldgicaenque
unoese trabajandoDependemmasdela propiadefinicibn dela relacbn entérminosde los modelos.

Lema4.51 Seal’ un conjuntodesentenciay A unasentenciaEntonces

1. SiA €T, entonced F A.
2. Sil'E AyTI' C A, dondeA esunconjuntodesentenciasgntoncesh F A.

3. Sil'E Ay AE Bentonced F B.
Demostracdn. Ejercicio. |
Teorema4.52(dela Deduccbn) Seal” U {4, B} unconjuntode sentenciasEntonces,
FTU{A}EB&TEA— B.
Demostracdn. Ejercicio. |
Lema4.53 Seal’ U { A} un conjuntodesentenciasEntonces,
I'E AsiysolosiI’U{—A} esinsatisfacible

Demostracdn. Ejercicio. |
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Capitulo 5

Teoria de Herbrand

La sermanticadela l6gicaproposicionaksé basadanel conjunto{0, 1}, lo quehacequela teoiia
de modelosde la l6gicaproposicionalsearelatvamentesimple. Estono ocurrecuandotrabajamosn
|6gicadepredicadosUnadelasdificultadesenlégicadepredicadosa encontramognquela definicibn
de modelosest basadaen conjuntosarbitrarios.En estaseccon vamosa desarrollarunateofia para
construirmodelosde férmulaso conjuntosde formulasen una forma carbnica. Por medio de estos
modelosesposibleconocerporlo menosnunaformatebrica,si un conjuntodeclausulagssatishcible
o no.

Primeroestudiaremokasformasnormalesy la formaclausuladeunaférmula.Posteriormentdare-
mosun resultadadebidoa Thoralf Skolemy finalmentedefiniremodos modelosde Herbrand. Todala
teofia desarrollada&nestecaptulo esde fundamentalmportancigparala Programadin L6gica.

5.1. FormasNormales

Vamosa generalizaalgunosconceptoslefinidosenL 6gicaProposicionalcomola nocibn deliteral
y clausula.

Definicion 5.1 Un literal esunaférmulaatdmicao la negacbn deunaférmulaatbmica.

Porejemplo,enel lenguajecon un simbolo de constante:, un simbolode predicaddvinario 7 y un
simbolodefuncion unario f, lassiguientesonliterales:
Iy =P(a,a)
l2 =P (aa f (a’))
Un literal sea denotad@or . La negacbn delliteral [ seé& denotadapor (€.
Definicion 5.2 Unaférmulaest enla forma normal conjuntiva si esunaconjuncén de disyunciones

deliterales.Unaformulaestenlaformanormal conjuntivaprenexa o directamentenformaprenea,
siesdela forma

Q171 QnnM (21, ..., 2y) ,

donde@; soncuantificadorey M («1, ..., x,) esunaférmulalibre de cuantificadoregjue esé enla
formanormalconjuntva.
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Porejemplo,la formula

Va3y (P (z,0) V Q(y)) A =P (a,0) VQ (f (f (a))))

estienlaformaprenea.

Lasecuencidecuantificadore§) 1 ....Q, 2, sellamael prefijodelaformula,y laformulaM (x4, ..., )
sellamala matrizdela formula.

Mas adelantecomprobaremosjue todaférmula es equivalentea unaférmula escritaen la forma
prenea.

Ahoradefiniremoda nocibn de clausulaUnaclausulaesunasentenciascritaenla formaprenaa
peroqueenel prefijo soloapareceruantificadoresiniversalesy adenas,la matrizesunadisyuncon de
literales.Masadelantereremosel motivo paraestudiarestetipo de sentencias.

Definicion 5.3 Unaclausulaesunaformuladela forma
V1.V, (ll VigV...V ln)

dondel; sonliterales.Unaformulaestaenla forma normal de Skolem (o también forma clausular) si
esunaconjuncén declausulasEsdecir unaférmulaestaenla formaclausularsi esdela forma

Voi1...Vo, (Cl VANPYVAN Cn)
dondeC; sonclausulasy z1, ..., z, sontodaslasvariablesqueocurrenenla conjuncon C; A ... A C,,.

Nota. Comotodavariableque ocurreen unaclausulasiempreest cuantificadauniversalmenteusual-
menteomitiremoslos cuantificadores.

Unaférmula A queesh escritaenla formanormalde Skolem tambén puedeserescritacomoun
conjuntodeclausulasEsdeci, si

A=Vr..Ve, (C1 A ..ACy)

entoncepodemosgescribir
{C1,Cq,...,Cr}.

En estecasodiremosguela féormula A est escritaenla formaclausular. De ahoraenmasno haremos
distincibn entreunaformanormalde Skolemy la formaclausularasociada.

Ejemplo 5.4 Laformula
A =VaVyVz (P (z,y) V Q (2, f(2))) A (®,0) V =P (2, 2))]

est escritaenla formanormalde Skolem. En notacdn de conjuntosja formulaA quedaescritacomo

A={P(z,y)vQ @, [(2), ([(2,c)V-P(z2)}.

Cuandoestudiamosesolucbn proposicionalprobamosque el conjuntovacio de clausulasS =
essiempresatisacible. Es decir, siempreexiste un modeloM tal que M F S. Enlbgicade predica-
dos podemosprobarexatamentdo mismo.Por lo tanto,en el restodel cagtulo el conjuntovado de
clasusulass — () sea siempresatishcible.Similarmentegl conjuntode literalesvacio o clausulavacia
sea simbolizadopor L y sepruebaqueS = {_L} esunconjuntode clausulasnsatisfcibles.

Ahoraveremosun procedimientajuepermitedeterminaunaformulad’ escritaenla formaprenea
equialentea unaférmula A dada.Recordemogjue paracualquierpar de formulasA y B valenlas
equivalenciasAv -A=BV-B=TyAA-A=BA-B=1.
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» PROCEDIMIENTO PARA CONVERTIR UNA FORMULA EN UNA FORMULA EQUIVALENTE ESCRI-
TA EN LA FORMA PRENEXA.

1. Renombrawariablessi esnecesarioParaello recordadasequivalencias

a) VzA(z) =VyA(y)ydzA(x) = JyA (y), dondey esunavariablequeno apareceen
A.

Usarla equivalenciad — B = —A Vv B paraeliminarel conectvo — .
Usarlasequialencias
a —-(AAB)=-AVv-B
b) -(AvB)=-AA-B
c) —A=A
d) —VzA(z)=dz-A(x)
e —dzA(x) =Vz-A(z)
paraponerla negacbn — inmediatamentantesde unaférmulaatomica.
4. Escribir todos los cuantificadoresal principio. Para ello recordarlas siguientesequi-

valencias:

a) Vz(A(x)AB)=VzA(x)AB,dondex ¢ VI(B).
b) Vx(A(x)Vv B)=VzA(z)V B,dondex ¢ VI(B).
c) Jz(A(x)Vv B)=3dxA(x)V B,dondex ¢ VI (B).
d Jz(A(z)v B)=3dzA(x)V B,dondex ¢ VI(B).

5. Usarlasleyesdistributivas:
a) AAN(BVC)=(AAB)V(ANC).
b) AV(BAC)=(AVB)A(AV(C).

Ejemplo 5.5 Convertir ala formaprenea la siguienteformula
Ve (P (z) — Q(z)) — (VaP (z) — V2@ (z)) .
1. Vz(P(z) — Q(z)) = (VP (y) — V2Q (2))
2. Wz (=P (2)vVQ(z)) vV (=VyP (y) VV2Q (2))
3. Jau(P(z) A=Q (@) vV Iy—P (y) VV2Q (2)

4. JueyVz (P (z) A=Q(2)) V-P (y) vV Q(2))

5. JuyVz | (P(x)V-P(y) VQ(2)) A(-Q )V -P(y)VA(z))

vl vl

~~

1 Co

6. Jxyvz (C1 ACY)
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La formulaobtenidaen el ejemploanteriorest enla forma prenea perono esunaformulaenla
formaclausularParaobtenerdadaunaformula A, unaférmulaenla formaclausulardebemosmplear
un métodoparaeliminarlos cuantificadoregxistencialesLa féormulaqueseobtieneno esequivalente
ala formulaoriginal, perosi essatishciblesiy sblo si la original lo es.Esterequerimientassuficiente
paranuestropropositoscomoveremosnasadelante.

Supongamotenerunaformulad = Vx3y P (z,y) queestenlaformaprenea. Queremogliminar
el cuantificadorexistencialdy. La formuladice que paratodo elementar existe un elementoy tal que
hacengueel predicadaP (z,y) seavalido. Esdecir paracadaelementor existe,al menosunelemento
y asociaddal quehacenvalido el predicadaP («, y) . Ahora,supongamotenerunafunciony = f (z) .
La definicibn de funcion nosdice quedadoel elementar existe un Gnico elementoy asociadaa z. Es
decir unafunciony = f (z) esun casoparticularderelacbn. Las dosnocionegienenalgoenconin.
En el casodela formula A puederexistir muchoselementosisociadogonz. En el casode la funcion
y = f (x) existeun UnicoelementoSi sustituimosenla formula A la variabley por f () tendremosa
formula

A" =VzP (z, f(z)).

Estaformulaexpresala ideaque paratodo elementoz existe un Gnico elementof (z) tal que hacen
validoel predicadaP (z, f (z)). Lasformulas4 y A’ nosonequialentesperosi secumplelo siguiente

existeun modeloM de A siy sblo si existeun modeloM’ de A'.

Enotraspalabras,
A essatishciblesi y solosi A’ essatishcible.

Seand y A’ dosformulas.Escribiremos4d ~ A’ paradenotamue A essatishciblesiy solo si A’ es
satishcible.

En el préximo resultadano solovamosa probarqueunaférmula A essatishciblesiy solo si existe
unaformanormal de Skolem satishcible, tambin vamosa dar un métodoque nos permitedeteminar
unaformanormalde Skolem.

Teorema5.6 (de Skolem) Sead unasentenciaEntoncesxisteun formula A’ enla formanormalde
SlolemA4 ~ A'.

Demostracdn. ParaconstruirlaformulaA’ tal que A ~ A’ debemoseguir los siguientegpasos.
1. DeterminamunaférmulaB queest enla formapren&aequialentealaformulaA.
2. Paraeliminarlos cuantificadoregxistencialessedebenseguir los siguientegpasos.

Supongamosjue dz esun cuantificadorexistencialque ocurreen B y seany, yo, ..., Y lasvari-
ablesgueocurrencuantificadasiniversalmentantesdel cuantificadodz. Esdecii tenemoda siguiente
formula

Vi Vys..Yyn3x M (2,91,Y25 - Yn)

Consideraun nuevo simbolodefuncion f dearidadn. Paraeliminardz reemplazatodaocurrenciade
la variablex por f (y1, y2, ---, Y» ). Entoncesosquedaa formula

A =VyiVyo.. VYo M (f (Y1,Y2, - Yn) s Y15 Y25 - Yn) -
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SilaférmulaB esdeltipo
JzM (z)

esdecir nohaycuantificadoresiniversalesantesdedz, entoncesustituimoda variablex porunanueva
constanter. Entoncesiosquedada formula

A= M (a).

Laformulad’ determinadasla formulabuscada.
Ahoradebemogprobarque A ~ A’.
Supongamogue
A =Y Vys..Vyp3x P (Z,Y1,Y2, -, Yn) s

dondeP’ esun predicadadearidadn + 1. Supongamogue M esun modelode A. Esdecir,
M E Yy VY2 VY32 P (2,91,Y2, s Yn) -
Debemogprobarqueexiste un modeloAM’ tal que

M ENYIYY2.. Yy P (f (Y1,Y2 s Yn) s Y1, Y2, s Yn)

dondef esun nuero simbolodefuncion dearidadn.
ComoM E A, entonceparatodasecuencia , aq, ..., ¢, € D severificaque

ME Jx P(2,9y1,Y2, - Yn) [a1, G2, .., Q]
Entoncesgisteun elemental € D tal que
ME P(x7y17y27 7yn) [d7 a1, a2, "'70’“] 3

esdecir
(d,a1, a2, ...,a,) € PP (5.1)

Definimosun nue/o modelo M’ agregandoal modeloM unanueva funcion n-aria f” : D* — D
definidapor
fD (ala az, ..., an) =d

dondeay, as, ..., a, €sunasecuenciarbitrariay d esel elementaal que (a1, az, ..., @y, dny1) € PP.
Tal elementcexistepor (5.1).
Probemoshoraque

M EYYYY2. Ny P (f 1,92, 0 Un) Y1, Y2, s Un) -

Esdecir debemogprobarqueparacualquiersecuencias , as, ..., a, € D,

MI F P(f (3/171/27 7yn) y Y1, Y2, 7yn) [a17a27 "'70’“] )

lo gueesequialentea probarqueparacualquiersecuencias , as, ..., an € D,
(f(a1,02, . Gn) , 01,02, .oy ) = (d, a1, 00, ..., an) € PP,
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peroestoesinmediatopor (5.1). Comola secuencia , ao, ..., a,, €sarbitraria,entoncesenemogjue

M EYYYY2. Ny P (f 1,92, 0 Un) Y1, Y2, s Un) -

La pruebaenla otradireccbn essencillay sedejaa caigo del lector |

Si A esunaférmula, entoncesramosa denotarcon C1 (A) al conjuntode clausulas de unafor-
manormalde Skolem asociadaa la formula A. Notemosquela forma clausularde unaformulano es
necesariamentenica.

Inmediatamentebtenemogl siguientecorolarioel cualnosdaun métodoparadeterminata validez
deunaformula.

Corolario 5.7 SeaA4 unaformula. EntoncesA esinsatisfaciblesi y solo si cualquierforma clausular
asociada’! (A) esinsatisfacible

Ejemplo 5.8 Dadala siguienteformula
A= TaVyP(z,y) = VyIzP (2,y),

determinaunaformulaenla formaclausulard’ tal que A ~ A’.
PrimerosconvertimosA enla formaprena.

1. JavyP (z,y) — Vy3aP (x,y)
A2Vy P (z,y) — YwIzP (z,w)

—=JxVyP (x,y) VVwIzP (z,w)

A w0

Vady—P (z,y) VVwIzP (z,w)
5. VedyVw3dz—P (z,y) V P (z,w)

Ahora reemplazamogos cuantificadoresxistencialespor apropiadaguncionesde Skolem para
obtenerda desead&brmula A’

VaVw—-P (z, f (x)) V P (g (xz,w),w) .

Alternatvamente cuanddlegamosal paso4 anterior: Va3y—P (x,y) V Vw3zP (z,w) eliminamodos
cuantificadoresxistencialegpor apropiadasuncionesde Skolem, obteniendmtraformula.A”

Va—P (z, f () VVwP (g (w) ,w).
De estaformaempleamos$uncionesde Skolem de menoraridad.
Ejemplo 5.9 Convertir la siguienteféormulaa unaférmulaenla formaclausular
A=Vz(P(z) - Q) — (VaP(z) — VzQ (2)) .

1. Ve (P(z) — Q(x)) — VaP (z) — V2@ (x) .
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2. Va(P(z) = Q) = VyP(y) — V2Q (2).

3. Jz(P(2)A—Q(2) VIY-P(y) VV2Q (2).

4. (P(a)A—=Q(a)) VP () VV2Q ().

5. Vz((P(a) A=Q(a)) VP (b)VQ(2)).

6. Vz((P(a)V-P(b)VQ(2)V(=Q(a)V-P(b)VQ(2).

La formaclausularasociadaesCl (A) = {P (a) V=P (b) VQ (2),~Q (a) V =P (b) VQ (2)}.

Ejemplo 5.10 Estudiarsi la formulaA = Vz (P (z) — Q (z)) — (FzP (z) — JzQ (x)) eslogica-
mentevalida.Recordemosjue A eslogicamentevalidasiy solo si —A esinsatishcible.Porel Corolario
anterior—A esinsatishciblesiy solo si cualquierformaclausularCi (—A) esinsatishcible. Aplicamos
estalltima equivalenciaparadeterminaisi A esvalida. Determinemog’! (—A)

1. —A=-MVz(P(z) = Q(2) = (FzP (2) — F2Q (2))]
2. Yz (=P (z) VQ (@) AP y) A -32Q ()

3. Vz(-P(z) VQ @) AP (a) AVaQ (2)

4. VavVz[(-P(z) VQ (@) A P (a) A=Q (2)]

Luego, Cl(—A) = {=P(z) VQ(x), P (a),—Q (z)}. En buscade unacontradicabn suponemos
queexisteun modeloM tal que M E Cl(—-A). Entoncesedebecumplirque M E =P (z) V Q (x),
ME P(a) y M E =Q(z), lo que es evidentementauna contradicabn. Por lo tanto Cl (—A) es
insatishcibley enconsecuencia esvalida.

5.2. Modelosde Herbrand

El objetivo de estaseccon esintroducirun tipo particularde modelo,llamadomodelode Herbrand,
gueesespecialmentenportanteen la serranticade la programadn logica. Estosmodelosestn con-
struidosa partir del conjuntode términoscerradogterminossin variables)del lenguajeconsideradoa
partir del conjuntodetérminosgqueocurrenenun conjuntode férmulas.

El resultadamasimportanteque probaremo®n estapartedice que un conjuntode clausuladienen
unmodelosiy sblo sitieneunmodelodeHerbrand A partir de esteresultadesededucegueun conjunto
de clausulasesinsatishciblesiy sblo si no tienemodelosde Herbrand Paraciertoscasosde formulas
estonosda un procedimientgaraaveriguarsi unaférmulaesunaférmulal6gicamentevalida.

Definicion 5.11 Seal unlenguajede primerorden.El conjuntodelostérminoscerradosle £ sellama
el universodeHerbrandy lo simbolizaremogonU (L£). Esdecir,

1. siceC,entonceg € U (L)

2. sity,to,...,t, € U(L)y f esunsimbolodefuncionn-ario,entonces (t1,t2, ..., 1) € U (L).
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SiC = (), entoncesniciamosel universode Herbrand (£) conun nuevo simbolode constante:.
Loselementogle U (£) tambinsonllamadosgroundtérminos.

Definicion 5.12 SeaL un lenguajede primer orden.La basede Herbrand, en simbolos B (L), esel
conjuntodelasférmulasatbmicascerradasie £ siguiente:

B (E) = {P (tl,tg, ,tn) 1 € U(E)},
dondeP’ esun predicadon-ario.

Los elementosie B (£) sedenominargroundformulasatbmicas.Las definicionesanterioregam-
biénseaplicana conjuntosde clausulas.
Ahoradefinimosconceptosnalogosperoreferidosa un conjuntode clausulas.

Definicion 5.13 SeasS un conjuntode clausulasEl universode Herbrand de S, ensimbolosU (S), es
el conjuntodetérminoscerradogle S. Esdecir,

1. SicesunsimbolodeconstanteueapareceenS, entoncesg € U (S) .

2. Sity,te,...,t, € U(S)y f esunsimbolodefuncionn-arioqueaparecenss, entoncey (t1,ta, ..., t,) €

U(S).

La basede Herbrand de S, ensimbolos B (5), esel conjuntode las formulasatbmicascerradasigu-
iente:

B(S) = {P(t1, tn) : t: € U (S)},

dondeP (ty, ..., t,) esunpredicadae-ario queocurreen S.

Esimportanteremarcarquela basede Herbrandesé formadapor todaslas instanciasle formulas
atbmicasde S dondelos términossontomadosdel universode Herbrand.

Ejemplo 5.14 Seal un lenguajede primer ordenquetiene un simbolo de constantez, un predicado
binario P, un predicadaunario® y sinsimbolosdefuncion. Entonces

v) = {d
B(L) = {P(¢0),Q(0)}.

Ejemplo 5.15 Seal unlenguajedeprimerordenquetienedossimbolosdeconstante y d, unpredicado
binario P, un predicadaunario) y simbolodefuncién unario f. Entonces

UL) = Hed, f(o),f(d), f(f (), [(f(d),...}
B(L) = {P(¢0),Q(0),P(cd),Q(f(c), P(f(f(c)),d), i}
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Ejemplo 5.16 Consideremofos siguienteconjuntosde clausulas

51 ={P(a) V=P (b),=Q(2) V=P (b)}

So = {_'P(avf('xvy)) \/P(bvf('xvy))}

Entonces
US) = {a,b}
B(S1) = {P(a),P(b),Q(a),Q(b)}

U(S2) = {a,b,f(a,a),f(a,b),f®,b),f(f(a,b),a),..... }
B(S2) = {P(a,b),P(a,a),P(f(a,b),b),P(a,f(a,b),.... }

Definicion 5.17 Una estructurade Herbrand en un lenguajel = (C,R,F) esun modeloMy =
(D,cP,RP,FP) donde

1. D-U(L)
2. Paracadac € C, entonceg” = ¢
3. Paracadaf € F, [P (t1,ta, ..., tn) = f (P18, ..., 10).

Esdecir unaestructurade Herbranden el lenguajel esun modelocuyouniversoesel universode
Herbrandy dondelainterpretaddn delostérminosesfija. Podemo®lgyir librementdainterpretaddn de
lossimbolosrelacionalegijandoalgiin subconjuntaleférmulasatbmicas Enunaestructurale Herbrand
la validezde formulasquedadeterminadaor un subconjuntade la basede Herbrand.De acuerdoa la
eleccon del subconjuntaendremogjueciertasformulaspuederservalidaso no. Masprecisamentesi
P(ty,...,t,) € B(L)eY C B(L), entonces

MpgE P(tl, ,tn) = P(tl, ,tn) €Y.

Obseremosquela formulaatomica P (¢4, ..., t,,) escerrada esdecir no tienevariables.En los amgu-
mentosde los terminosqueocurrenenla formulaatmicasolo puederocurrir constantes.asformulas
atbmicasvalidasenunaestructurale Herbrandsonlasférmulasatomicastal queexiste algunainstancia
cerradade ella que perteneceral conjuntoelegido. Con estadefinicibn, sedeterminada validezde una
formulaenformarecursva.

Definicion 5.18 SeaA4 unaférmulao un conjuntode clausulasUna estructurade Herbrand M esun
modelode Herbrand para A siesunmodelode A, esdecirsi M E A.

Veamosalgunosejemplos.

Ejemplo 5.19 Seal unlenguajedeprimerordencontressimbolosdeconstantes, by ¢, dospredicados
unariosP y  y un predicaddinario R. Entonces

ULy = Aa,b,c}
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Un ejemplode estructurade Herbrandes
M (H) = (U (£),cP, RP, FP)

donde
Vo) — a, pUe) — b, MO — c,

Fijandoun subconjuntaY” de B (£) obtenemosin modelode Herbrand.Por ejemplo,podemogomar
= {P(a)vR(avb) ,R(G,C)}.
A modode ejemplocomprobemosi la formula

A =Vz(P(z)V-Q(z))
esvalidaenel modelodeHerbrandM; (H) . Debemosgprobarque

My (H)EVz (P (2)V-Q(x)) & paratodode U (L), M1 (H) () V—-Q (x)|d]
& paratodod € U (L), M; (H) (z) [d] 0
paratodod € U (L), My (H) F =Q (x) [d]

FP
FP

Sid=a, My (H)E P(z)]a], puesP (a) € Y;. EntoncesM; (H) E P (z) V —Q (z) |a]
Sid=b, My (H)FE -Q(x)[b], puesQ (b) ¢ Y. EntoncesM; (H) E P (x) V -Q (x) [0] .
Sid=c, My (H)E P (z)V —=Q (z) [c] puesQ (¢) ¢ Y;. Porlo tanto,M; (H) £ A.

Otrainterpretadn sepodiia darfijandoel subconjuntd’s = {P (¢),Q (a) ,Q (¢), R(a,b)}.
Ejemplo 5.20 Consideremofa siguienteclausulaS = {—P (a, f (z,y)) V P (b, f (x,y))} . Entonces,

U(S)=A{a,b, f(a,a), f(a,b), f(b,b),f(f(ab),a),.... }
B(S)={P(a,b),P(a,a),P(f(a,b),b),P(a,f(a,b)),.... }.

Paradefinirunmodelode Herbrandijamosun subconjuntalela basede HerbrandB (.S) . Porejemplo,
Y ={P (@, f(a,0),P (b f(ab)),P (b f(ba)),P (b f(b0b)}.
Conestainterpretadn severificaque
M(H) E =P (a, f(x,y)) VPO f(z,y)).

esdecir,
M(H) EVavy (=P (a, f (z,9) VPO, f (z,9)))

Quedacomoejerciciocomprobalestaafirmacon.

Ahoraprobaremogl teoremamasimportantede estaseccon. Recordemosjuesi I" esun conjunto
deférmulasy M esun modelo,la notacbn M E T significaquetodaslasfomulasdeI” sonvalidasen
el modeloM, esdecir M E A paratodaA € T

Teoremab.21(de Herbrand) SeasS un conjuntode clausulas.EntoncesS tiene un modelosi y sblo
siS tieneun modelode Herbrand.
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Demostracdn. Supongamogue M esunmodelode S. ComosS = {C4,Cs, ..., Cy, ...} , entoncesM E
C; paratodoi = 1,...,n. Debemogdeterminarun modelode HerbrandM (H) tal que M (H) E C;,
paratodo: = 1, ...,n. El modelode Herbrandquedafijado si tomamosun subconjuntade la basede
HerbrandB (.S) de.S. Consideremosl siguientesubconjuntdr” de B (.5)
Y ={P(t1,....;tn) € B(S): ME P (t1,....,tn)}
= {P(t1,..stn) € B(S): (t7,....t5) € PP}.
El conjuntoY esel subconjuntale la baseB (,S) formadopor todaslas formulasatomicasvalidas

enel modelo,
M (H) = P(tl, ,tn) S ME P(tl, ,tn) yP(tl, ..,tn) €Y.

Obseremos,queinicialmente,no todaslasférmulasde B (S) tienenqueservalidasenel modeloM.
ConsideremosnaclausulaC; € S. ComoC; = \/[l;;, dondel;; sonliterales,entonces;;

MEC;, & MEI;, paraalgini;; € C;
& M(H)ECG

Comolo anterioresvalido paracualquierclausulaC; € S, entoncesM (H) E S.
Laredprocaesinmediata. [ |

Obsewvacion. En general, el teoremaanterior no es valido para formulas. Por ejemplo, supon-
gamogenerla férmula
A= P(a) NIz—P ().

El universodeHerbrandde A es
U(A) ={a}

y labasedeHerbrandde A es
B(A) ={P(a)}.

Los posiblesmodelosde Herbrandde A sedeterminarconocienddodoslos posiblessubconjuntosie
B (A4). Enestecasosolotenemoslosposiblessubconjuntos

Y: =0

Yo ={P(a)}.
Esdecir podemodlefinirdosposiblesmodelosdeHerbrandM (H) y Mo (H) , donde

M (H) ¥ P (a)

M (H) E P (a).

EnelprimermodelocomoM; (H) ¥ P (a),entonces\; (H) ¥ A. Enelsggundomodelo My (H) E
P (a) y en consecuencia\s (H) ¥ —P (a). Estoimplica que, Mz (H) ¥ Jax—P (z). Es decir,
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My (H) ¥ A. Porlo tanto A no tiene modelosde Herbrand.Peroveamosahoraque A si tiene un
modelo.SeaM el modelodondeel universoesD = {0,1}, a” = 0y PP = {0} lainterpretadin del
predicadaP. Como0 € PP, entonces

ME P(a).
Comol ¢ PP, entonces
ME P (1),
esdecir
ME Jz-P (z).
Porlo tanto,
ME A

Del Teoremade Herbrandy del Teoremade Skolem podemosdeducirel siguientefundamentate-
sultadoel cualnosproporcionaun métodoparadeterminaisi unasentenciad eslégicamentesalida.

Teoremab.22 Sead unasentencia Entoncedas siguientesondicionesonequivalentes:

1. Aesvalida,

2. —A esinsatisfacible

3. CualquierformaclausularCl (—A) de A, esinsatisfacible
4.

CualquierformaclausularCl (—A) de A notienemodelosde Herbrand.

Ejemplo 5.23 SeanPy ) dospredicadosinarios.Yasabemosuelaformulad = Va (P (z) — Q (z)) —
(VaP (z) — Va@ (x)) esunaformulalégicamentesalida. Podemodlegar a la mismaconcluson apli-
candoel teoremaanterior Paraello consideremofa formanormalconjuntva dela negacbnde A :

—A V2 (P (z) = Q(2) — (VaP (2) — VzQ (z))]
Vo (=P (z) V Q(x)) ANVeP () A —=VaQ ()
Ve (=P (z) vV Q(x)) AVyP () A —VzQ ()
Va (=P (2) V Q () AVYP (y) A Fz-Q (2)

|

Unaformaclausularde—A es
Cl(~A) ={-P @) VQ (), P{y),~Q ()}
Ahoradeterminamogl unicversode Herbrandy la basede Herbrandde Cl (—A) :

UCl(-4)) = {a}

B(Cl(-4)) = {P(a),Q(a)}.

LosposiblesnodelosdeHerbrandparaCl (—A) esandeterminadoporlossubconjuntosle B (Cl (—A)) :
Yi=0,Ya={P(a)},Yo={P(b)} yYs={P(a),Q (a)}. Ahoraessencillocomprobaiqueninguna
estructurale Herbrandesun modelode HerbrandparaCl (—A) . Porlo tanto,—A esinsatishcible,o lo
gueeslo mismo, A esvalida.
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5.3. P-satisfacibilidad

Definicion 5.24 Unaclausulacerradaesunaclausulasin variables Es decir esunaclausuladondeen
losagumentosielos simbolosde predicadosoloaparecemérminoscerradosn conjuntodeclausulas
cerrada®sun conjuntode clausulaserradas.

Si S esun conjuntode clausulasy P esun conjuntode términoscerradosgntoncesP (S) esel
conjuntodeinstanciagieclausulasie S dondelasvariabledibresqueocurrenen S hansidosustituidas
por términoscerradosiel conjuntoP.

Ejemplo 5.25 El siguienteesun conjuntode clausulaserradas
S =A{P(a,b), R()VQ(f(a))}

Ejemplo 5.26 SeaS = {P (a,z) V -Q (z), R(b) VQ (z), =R (a) V P (x,y)} unconjuntodeclausu-
las.El conjuntodeconstantegueocurrenen.S es{a, b} . Recordemosguetodaconstantesuntérmino.
Si P ={a}, entonces

P(5) ={P(a,a)v-Q(a), R(b)VQ(a), ~R(a)V P(a,a)}.

En un conjuntode clausulascerradadas formulasatbmicasque ocurrenen S puedensertratadas
comovariablesproposicionalesDe estamanerapodemogelacionara satiskcibilidad de un conjunto
declausulacerradasonla satishcibilidadde un conjuntodevariablesproposicionalesEn lo quesigue
precisaremosstarelacbn.

Definicion 5.27 SeaS un conjuntode clausulascerradasDiremosque .S esproposicionalmentesat-

isfacible o que esp-satisfacible si S essatishcible como un conjuntode clausulasproposicionales,
dondelasformulasatbmicascerradad’ (t1, ..., t,,) queocurreren,S sontratadasomovariablegproposi-

cionales.

Ejemplo 5.28 Consideremosl siguienteconjuntode clausulagerradas
S={P(a,0) VR(), ~R(b) VQ(a), R(b)V-Q(a)}.
Lasformulasatbmicasqueocurrenen S son
P(a,b), R(b), Q(a).

Llamandop; = P (a,b), p2 = R(b) Yy p3 = @ (a), entoncesS puedeserconsiderad@omoun con-
junto de clausulasproposicionaless” = {p; V p2, —p2 V p3, p2 V —p3} . Essencillocomprobarmuela
valuacbn v definidaporv (p;) = 1, v (p2) = 1y v(p3) = 1 satishceal conjunto.S’. Porlo tanto,el
conjuntodeclausulaserradass esp-satishcible.

Lema5.29 SeaS un conjuntode clausulascerradas.EntoncesS esp-satisfaciblesi y sblo si tieneun
modelode Herbrand.
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Demostracdbn. =) SeasS un conjuntode clausulascerradagp-satishcible. Luego existe unaval-
uacbn v tal que paracadaférmula atomica P (¢4, ..., t,) queocurreen S, v (P (t1,...,t,)) = 1 0
v (P (t1,...,tn)) = 0. Consideremosl| subconjuntd” de B (.5) siguiente

Y = {P (1, s bn) s 0 (P (t1, ey bn)) = 1}

Esclaroqueel modelode Herbrand My (S) generadgor el conjuntoY” esun modelode S, esdecir,
My (S) E S.

<) Supongamosjue S tiene un modelode Herbrand My (S) paraun subconjuntoY” C B (S).
Definimosla valuacbn v por

V(P (t1,.stn)) =1 P(ty,....ln) €Y.
Esclaroque S bajoestavaluacbn esp-satishcible. |
Ejemplo 5.30 Consideremosl siguienteconjuntode clausulas
S={P(a,b) VR(b), ~R(b)VQ(a), R(b)V-Q(a)}.
Determinemo®! universode Herbrandy la basede Herbrandde S

U(s) = {a0}

B(5) = {P(a,a),P(a;b),P(b,a),P(b,0),Q(a),Q(b),R(a), R(b)}.

Comohemosvistoenel ejemploanterior el conjuntosS esp-satishcible.Ahora,deacuerdaconel Lema
anterior S debetenerun modelode Herbrand Es decir debeexistir, al menos,un subconjuntar” dela
basedeHerbrandal que My (H) E S. Obsenemosqueel conjunto

Y1 ={R(b),Q(a)}

defineunaestructurade HerbrandMy, (H) tal que My, (H) E S. Notemostambgén queel conjunto
Yo = {P(a,b),R(b),Q (a)} tamben defineun modelode HerbrandparaS. Esteesel modelode
Herbrandqueest asociada la valuacbn v definidaenel ejemploanterior

Corolario 5.31 SeaS' un conjuntode clausulas(no necesariamenteerradas).Entoncedas siguientes
condicionesonequivalentes:

1. S tieneun modelode Herbrand.

2. U (S)(S) esp-satisfacible(dondel (.S) (S) denotael conjuntodetodaslas instanciascerradas
declatisulasde S sobe el univeso U (S)).

3. Todosubconjuntdinito Sy C U (S) (S) esp-satisfacible

Demostracdbn. 1 =- 2. Asumimosques tieneunmodelodeHerbrandMy- (S) paraalgin subonjunto
de formulasatomicascerradas” C B (S). Luego el modelo My (S) satishcetambin el conjunto
U (S) (S) detodaslas instanciascerradagde S sobreU (S), esdecir My (S) E U (S) (S). Porel
Lemaanteriorsesiguequel/ (S) (S) esp-satishcible.
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2 = 1. SiU(S) (S) esp-satishcible,entoncesxiste unavaluacbn v tal quev (C;) = 1 paratoda
clausulacerradade U (S) (S) . Esdecir, paracadaclausulacerradaC; deU (S) (S) existeunaférmula
atbmicacerradaP (t1, ..., t,) (P (t1, ..., t,) €sun elementode B (5)) tal quewv (P (t1,...,t,)) = 10
v (=P (t1,...,tn)) = 1. Entoncesesclaroqueel conjunto

Y = {P(t1, e tn) € B(S) 10 (P (L1, ooy ) = 1}

defineun modelode HerbrandMy (S) de S.

Laspruebagle2 = 3y 3 = 2 sesiguenporel Teoremale Compacidagbarala lbgicaProposicional.
[ |

Consideranda un conjuntode clausulascerradascomo un conjuntode variablesproposicionales
podemosaplicarlo visto pararesolucdn proposicionah estecaso.En el siguienteresultadaesumimos
todo lo visto hastael momentoparadeterminara insatishcibilidad de un conjuntode clausulasEste
resultadeseaplicaa unaformulatA peroutilizandoalgunaformaclausularC! (—A) asociada —A.

Teorema5.32 Sea$S un conjuntode clausulas Entoncedas siguientecondicionesonequivalentes:

1. S esinsatisfacible

2. S notienemodelodeHerbrand.

3. U (S5)(S) esp-insatisfacible

4. Existeun subconjuntdinito Sy C U (S) (S) p-insatisfacible

5. Existeun subconjuntdinito Sy C U (S) (S) tal queSy Fr L.

De acuerdaconlos resultadosanterioressi un conjuntode clausulasS no tieneun modelode Her-
brand,entonceso tiene modelos,esdecir, S esinsatishcible. Perosi S esinsatishcible entonceda
formulaA quedib origenal conjuntode clausulasS esinsatishcible,lo queesequivalentea decirque
- A esunaférmulavalida.Porlo tanto,un métodoparasabersi unaformula 4 esvalidaesconsiderata
negacbn— A, determinaunaformaclausulaasociada’/ (—A) y estudiaisi tienemodelosde Herbrand.
Sinotienemodelosde Herbrandentonces- A se@insatishcible. Estemétodono eseficiente pues por
ejemplo,si un conjuntode clausulagiene un simbolo de funcion entoncesl universode Herbrandes
infinito y enconsecuenciao podremosieterminatodaslas posiblesestructurasie Herbrand En estos
casoglebemosnodificarel métodoo aplicaralgiin razonamient@uenospermitadecirqueun conjunto
declausulassinsatishciblesin necesidadie consideratodoslos posiblesmodelosde Herbrand.

Ejemplo 5.33 Comprobaiqueel siguienteconjuntode clausulassinsatishcible.
S = {P(.Q?) \/—Q(x,a) 7P(a’) \/Q(yva)v_'P(y)}'
Determinemosos posiblesmodelosde Herbrand

Us) = {a}
B(5) = {P(a),Q(a,a)}
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. Lasposiblesestruturagsie Herbrandquedardefinidagpor mediode los siguientessubconjuntos

Y1 ={P(),Q(a,0)} MiF P(a)AQ(a,a)

Yo ={Q(a,a)} Mo EQ(a,a)y Mo E =P (a)
Y; = {P(a)} Mz E P(a)y M3 F —=Q (a,a)
Yy = {0} My ==P(a) N Q(a,a)

Esclaroqueparatodoi = 1, ..,4
Mi B (P (x) vV —Q (z,0)) A(P(a) VQ(y,a)) A\=P(y),
Porlo tantoS esinsatishcible.En consecuencida formula
A = —Vavy (P (2) V -Q (z,a)) A (P (a) V Q(y,a)) A =P (y))

esunaférmulavalida.
Ahorautilizaremoda nocion de p-satishcible paraarribara la mismaconcluson. Primerodebemos
determinael conjuntoU (S) (S):

U(S)(S) ={P(a)V-Q(a,a),P(a) VQ(a,a),~P(a)}.

Sillamamosp; = P (a), p2 = Q (a, a), entonce<l conjuntol/ (S) (S) dalugaral siguienteconjunto
declausulagproposicionales:
S" = {p1V —p2,p1 V p2, 01} -

Esteconjuntoesinsatisficible, puessi existe unavaluacon proposicionab tal quewv (S’) = 1, entonces
v(p1V-p2) = 1L, v(p1 Vpe) = 1ywv(—p;) = 1. Esdecit v (p1) = 0, lo queimplica por la primera
igualdadquew (p2) = 0, peropor la segundaigualdadv (p; V p2) = 0, lo queesun absurdo Porlo

tanto.S’ esinsatishcible.

Ejemplo 5.34 Probemosaplicandcel Corolario5.31,queel conjuntode clausulas

S={-R(z,y)V-Ry,z),R(f(2),[(y)}

esinsatishcible.Consideremosl universoy la basede Herbrandde S :
U(S) ={a, f(a), [ (f(a)),....}
B(S) ={R(a,a),R(f(a), [ (a)),R(f(f(a)),[(f(a))),.....R(a, [(a)),R(f(a),a),..}.
ConsideremosambeénU (.S) (S)

U(5)(5) = {-R(a,;a),R(f(a), [ (a)),R(a, [ (a))V—-R(f(a),a),...}.

Obseremosqueel subconjuntdinito deU (S) (.5)
So=A{-R(f(a), [ (a)),R(f(a),f(a))}

esinsatishcible.Porlo tanto,aplicandcel Corolario5.31,podemosasgurarque.S esinsatisfacible
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Ejemplo 5.35 Probargueel siguienteconjuntode clausulagsinsatistcible.
S={P(),~P)VQ(f(2),~Q(f(a)}.
Determinemogl universoy la basede Herbrandde S :

Us) = Ha f(a),f(f(a)),...}
B(S) = {P(a),P(f(a),Q(a),Q(f(a)),P(f(f(a))),..}

En estecasocomo B (S) esinfinito no podemogdeterminartodoslos posiblesmodelosde Herbrand.
Porla mismarazdn tampocoessencilloaplicarla nocibn de p-satisécible, perosi podemosmplearel
siguienterazonamiento:

Supongamogue M esun modelode.S, esdecir

MES.

Entonces
MEP @) A (=P () vQ(f(2)A-Q(f(a)).

Perg comoM E —=Q (f (a)), entoncesM ¥ Q (f (a)). Esdecit M E Q (f (x)).

Ademas,comoM E =P (z)VQ (f (z)) , entoncesM E =P (z), olo queeslo mismoM E P ().

Enconclusbn, cualquiermodeloquesatisbce(—P (z) V Q (f (z)))A—Q (f (a)) nosatisaceP ().
Porlo tantoS esinsatishcible.

También podemosintentardeterminaralgin subconjuntdfinito Sy de U (S) (S) que admitauna
refutacbn (esdecir, si Sy Fr L ). Porejemplo,el conjunto

So = {P(a),~P(a) VQ(f(a),~Q(f(a))}

admiteunarefutacbny enconsecuenci& esinsatishcible.
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Capitulo 6

Resolucbn

Enla seccon anteriorhemosvisto queun conjuntofinito de clausulasS esinsatishciblesiy sblo si
no tienemodelosde Herbrand.En los casosdondela basede Herbrandesun conjuntofinito sepuede
determinatodoslos posiblesmodelosddeHerbrandde S. Peroenmuchoscasosstono esposible. Ahora
vamosageneralizael métododeresolucdn visto parael calculoproposicionahlalbgicadepredicados.

6.1. Unificacion

Ahora necesitamosimpliarel métodode resolucdn a cualquierconjuntode clausulasEn el caso
generalel métododeresolucon incluyeun procesale cambiodevariablescomoveremosnasadelante.
Discutamosun ejemplo

Ejemplo 6.1 Consideremofasdosclausulasiguientes

Cr=—P(a,y) vV Q(z,y)
Co = P(z,y)V R(z,b).

En estecasono podemosieterminadirectamentda resohentede C; y Cs pues losliterales—P (a, y)
y P (x,y) nosonexactamenteomplementariasPerosi sustituimoda variablex porla constante: en
lasclausulag’; y Cy obtenemogasclausulas

C1=-P(a,y)VQ(ay)
C% = P(a,y)V R(a,b).

En estecasosi podemogieterminata resohentede C} y C4:
Res (C1,Cy) = Q(a,y) V R (a,y) -

El procesode sustitucbn del ejemploanterior se justifica por el hechode que las clausulasson
formulascuantificadasiniversalmenteesdecir

C1 = Vavy (=P (a,y) V Q (,9))
Co =VaVy (P (z,y) V R(z,b)),
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y porlo tantoC}, = P (a,y) V R (a,b) esunainstanciade Cs.
Ahoravamosa introducirformalmentda nocibn de sustitucon. ‘ asadelantadefiniremosel proceso
deresolucdn generakendondeel procesade unificacbn juegaunimportantepapel.

Definicion 6.2 Unasustitucbn esun conjuntofinito dereemplazosimultaneosle variablespor térmi-
nos.Esdecir, unasustitucbn e esun conjuntofinito

e=Ax1/t1, s xn/tn},
dondez; sonvariableddistintasy #; sontérminosdistintos.

SeaA = A(x1,...,2,) un término, un literal, una clausulao un conjuntode clausulas,donde
x1, ---, £ SONntodaslas variablesque ocurrenen A. La expresbn que resultadespuegie aplicaruna
sustitucon e = {x1/t1, ..., 2, /t,} @A €S:

Ae=A(x1,..,xn)e=A(x1/t1, s Tn/tn) .

Porejemplo,si
A(z,y) =P@)VQ (2,9 ), a)

e =A{z/f(b),y/b}
entonces

Ae = P(f(B)VQ(f(b),9(b),0a).

Definicion 6.3 Sean
€] = {$1/t1, ...,$n/tn}

e2 = {y1/51, - Yr/5k}
dossustitucionesLa composiobn dee; cone, esla sustitucobn e e, definidapor
€162 = {xi/tieg T X ;A tieg} U {yj/sj T Yy ;A T, 1 =1, ,TL} .

Ejemplo 6.4 Consideremofassiguientesustituciones

e = {2/ W), y/[f(a),2/u}
e2 = {y/g(a),u/zv/f (f(a))}.

Determinemog; es.
erex = {z/f(g9(a)),y/f (a),u/zv/f(f(a))}.

Enla composiobn anteriorsehaeliminadolassustitucdn z/ z puesesredundantg la sustitucony /g (a)
puesla variabley aparece&omovariableenla primersustitucon.
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Definicion 6.5 SeaA = {l4,...,1,} un conjuntode literalescon el mismo simbolo relacional.Una
sustitucdn e sediceun unificador de A si

le =le—=---=],e.

Si existeun unificadorde A entonceglecimosque A esunificable.

Un unificadoru sedice el unificadormasgenerl (umg)paraA si cualquierotro unificadore puede
serobtenidodew por mediode unacomposiobn conunasustitucdn \. Esdecir: v esel umgparaA si
y solosi paracualquierotro unificadore existe unasustitucon A tal quee = u.

Ejemplo 6.6 ConsideremotasformulasatbmicasP (z,y) y P (a, f (z)) . Un unificadormasgeneral
eslasustitucone = {x/a,y/f (2)}.

Obsewacion. Sil; y I, sondosliteralesunificablesgntoncesos dossonpositivos (esdecirsonformulas
atbmicas)o los dossonnegativos. Remarquemosguelos literales!; y lo debentenerel mismosimbolo
relacional Esdecir, paraquel; y ls seanunificablesdebenserdela forma:

ll = P(tl, ,tn) Yy lg = P(Sl, ...,Sn)

odelaforma
_|ll = P(tl, ,tn) Yy —|lg = P(Sl, ...,Sn)

dondetq, ..., t,, $1, ..., $, SONtErminos.

Ahoraestamosnteresadogndeterminaun métodoparaencontraiun unificadormasgeneradde un
conjuntode formulasatbmicas.El algoiitmo que expondremosedebea Robinsony seconoceconel
nombrede algofitmo de unificacbn de Robinson.

Definiciobn 6.7 Seand4 y B dosliteralesconsideradosomounasucesbn desimbolos.Seak la posicbn
en ambassecuenciasle simboloscomenzandor la izquierdaen dondelas secuenciaslifierenen un
pardetéerminos{¢, '} , dondet € Ay t' € B. El par{t,t'} sellamael k-parno coincidente.

Ejemplo 6.8 Consideremosas formulasatomicasP (z,g (y),b) y P (a, z,b). Entonces{z,a} esel
1-parno coincidentey {g (y) , z} esel 2-parno coincidente.

Algoritmo de Unificacion. SeanA y B dosliterales

1. Iniciamosel algoitmoconAg = Ay By = B.

2. Supongamosjue 4; y B; hansido construidasSea{t,t'} un k-parno coincidentede 4; y B;.
Si uno delos téerminosesunavariablez;; y el otro terminoesun términot;; tal quex; + 1
¢ Var (t;41) entonceslefinimos

e = {Zir1/tiy1}
y calculamos
A1 = Ase;
Bi+1 — Blel
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Si estono esposible,entoncedos literalesA y B nosonunificables.
Si A,, = B, entoncedos literalessonunificablesy el unificadormasgenerales

Ejemplo 6.9 Determinarsi esposibleunificarlassiguienteférmulasatbmicas.

A=PgW),f(2),h(),y)
B:P(wvf(g(z))vwvz)'

El primer par no coincidentees{z, g (y) }. Comouno de los terminosesunavariabley el otro esun
terminoqueno contienda variablex, entoncepodemodefinir la sustitucon:

er={z/9 W)}
Luego,
Ay =Aer = P(gW),f(9®),h(g®),y)
Bl - B€1 - P(g(y)vf(g(z)) ,’LU,Z) .
El segundoparno coincidentees{y, z} . Entonceslefinimosla sustitucon
ez ={y/z}.
Enconsecuenciabtenemos
Ay = Ares = P(g(2), f(9(2)),h(g(2)),2)
By = Biea = P(g(2), [ (9(2)),w,2).

El tercerparno coincidentees{w, h (g (z))} . Entonceslefinimosla sustitucon

e3 = {w/h(g(2))}

Az = Agez = P(g(2),f(9(2)),h(g(2)),2)
B3 = Baez = P (g(2), f(9(2)),h(g(2)),%)
Obseremosque
Ag = Bg

Porlo tanto,la sustitucbn masgeneraparady B es

u = eiezes = {2/g9(y),y/z,w/h(g(2))}.

Ejemplo 6.10 El algoiitmo de Robinsonpuedeseraplicadoa masde dosliterales.Porejemplo,inten-
temosunificarel conjuntodeliterales{ R (x, f (w), f(2)), R (f (y),z, f(2)), R (w,u, f (u))}.

R f@) fE) | ((RE@ @G | REGDLOSE)
R(f(y),2 f(2)) == ¢ R(f(y),z [f(2)) —' < R(f(),2 f(2)) —
R(w,u, f (u)) R (w,u, f (u)) R(f(w),u, f (u))

R SW, W) e [ BUEWLSW), 1)

R(fw), *W), f*(v) R(f), [*w), P (W)

R(fW),u, f () R(f(w), 2w, [* (W)
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6.2. Resolucbn conunificacion
Ahoravamosaredefinirresolucon incorporandcel procesade unificacbn comopartedela regla.
Definicion 6.11 SeanC; y Cs dosclausulas.

1. Supongamogueexistensustitucione#; : Var (C1) — Vary s : Var (Ce) — Var talquelas
clausulas®10; = CT U {ly, ..., 1.} y Cobs = C, U {1}, ..., ~ll,,} notienenvariablesencomin.

2. Supongamoguelos conjuntosdeliterales

L0y = {l1,....,1,} € Ci64

Laby = {=l4, ..., -l } C Cobo
sontalesqueel conjunto
L1601 U=Lobs = {l, oy by 15, o 10}
esunificablepor un unificadormasgenerak:, esdecir:
hu=lou=-=lLwu=lu= =1 u=1I.
Entonceda resolventale C; y (> esla nueva clausula
Res (C1,C2) = (C101u — {1}) U (Cabsu — {I°}),

dondeL10ou = {l} y Lafou = {I°} .

En la definicibn anteriorse pide que existan sustitucione®; y 6, tal que C16; y Cs62 no tengan
variablessncomin paragueno sedeterminersustitucioneconsistentefkecordemosguelasclausulas
sonimplicitamentecuantificaday antesde comenzaatrabajarsepuederrenombratasvariables Esta
condicbn es necesariapuespor ejemplo, el conjuntode clausulas{C; = P (z),Cs = =P (f (z))}
esinsatishcible (y refutable)pero estasclausulasno puedenser unificadassin primerorenombrandas
variables.

Ejemplo 6.12 Determinatda resohentede

G = P(f@)V-Q(2)VP()
Cy —P(z)V R(g(z),a)

El primerpasoesrenombratasvariablesgueocurrenenlasclausulagietal manerajuetengarvariables
diferentesEnestecasopodemodglejarfijaslasvariablesde C; y cambiandasvariablesde C> haciendda

sustitucon f; = (z/w) . Dejarfijas lasvariablesde C; eslo mismoqueaplicarla sustitucon 6, = ( ),

esdecirla sustitucdn queno cambianingunavariable.Luego:

Ci = P(f()V-Q(2)VP(z)
Caly = —P(w)V R(g(w),a)
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Ahora determinaremosl! unificadormasgeneraldel conjuntode literales{ P (f (z)), P (z), P (w)}.
TomanddasdosprimeragormulasatomicasP (f (x)) , P () , determinamosl unificadoru; = (z/ f (z))
y cuyo resultadoes P (f (z))u; = P(2)u; = P(f(z)). Ahora con estaformulay la formula
P (w) determinamosun unificadoruz = (w/f (z)). En consecuenciagl unificadormas generales
u=wuuz = {z/f (x),w/f (x)} . Aplicandoestasustitucon a C; y C262 obtenemos

Ciu P(f (@) V-Q(f(z))
Cab2u =P (f(2))VR(g(f(z),a))
Porlo tanto,la resolentedelasclausulases

Res (C1,C2) = =Q (f () V R (g (f () ,0)).
Ejemplo 6.13 Determinarda resohentede
Ch P(f(2),9()VQ=,y)
Cy ~P(f(f(a),9®)VQ(f(a),g(y))-

Primeroobsernemosquelasclausulag’; y Cs tienenla variabley encomin. Luego renombramosas
variablesde C'>; cambiandda variabley por z. Entoncesesulta

Cq P(f(z),9(y)VQ(zy)
Cy —P(f(f(a),g9(x))VQ(f(a),g(2)).

Determinemogl unificadormasgeneraparalasformulasatomicasP (f (z) ,g W)y P (f (f(a)),g(2)).
Entonces

1l

{z, f(a)}
e1 = {z/f (a)}

P(f(f(a),9())e2=P(f(f(a)),g(2))
P(f(f(a),g(2))e2 = P(f(f(a),g(2)).

Porlo tantoel unificadormasgenerakes

u=A{z/f(a),y/z}.

Aplicandow alasclausulabtenemos

Cru = P(f(f(a),9(2)VvQ(f(a),z)
Cou = =P (f(f(a)),9(2)VQ([f(a),g(2)),

y resolviendaobtenemos

Res (01,02) = Q (f (a) 72) \ Q(f (a) 79(2)) .
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La nocibn dededucabn por resolucbn encalculode predicado®ssimilar al casoproposicional.

Definicion 6.14 Sea$S un conjuntode clausulasy C' unaclausulaUnadeduccon por resolucbn de C
apartirdeS, ensimbolosS r C , esunasucedbn finita declausulas

C1,Co,....,Cp, =C
talesque
1. C;eS5,0
2. Existenclausulag’;, Ci, conj, k < i < ntalqueRes (C;, Cy) = C;.
Unaresolucdn dela clausulal deunconjuntode clausulasS sedice unarefutacion de S.

Para probarque el métodode resolucbn es correcto,es decir paraprobarquesi S U {C'} esun
conjuntode clausulagtal que S Fr C, entoncesS F C, probaremogrimero el siguienteresultado
auxiliar.

Lema6.15 SeanC; y C» dosclausulasy supongamosgueC esla resolventede Cq y Cs. SiCh y Cs
sonsatisfaciblesentonceg” essatisfacible

Demostrachn. Supongamosgueexisteun modeloM tal que M F C y M E Cs. Supongamogue
C1 = C{ U {ll, ,ln} = Ci UL yCs = Cé U {_,1’1’ 7_'l;n} = Cé U Ls.

SearY; y 6; lassustitucionesalesqueVar (C161) NVar (C202) = 0, y seau el unificadormasgeneral
talqueL161u = 1y Lofou = I°. Entonces,

C = Res (Cl, 02) = (0191U — {l}) U (0292U — {lc}) = C{@lu U C’é@gu

ComoM E Cy y M E Cy, entoncesM E Cj01u U {I} y M E Clu U {I¢} (puesrecordemosjuelas
clausulag’; y Cs sonférmulascuantificadasiniversalmente)Si M E [, entoncesM ¥ [¢. En conse-
cuenciaM E Chbau, y porlo tantoM E C101uUCLsu. El casoM E € seanalizaenformasimilarll

Teorema6.16(de Correccbn) SeaS U {C} unconjuntodeclausulasSiS Fr C, entoncess E C.

Demostracdn. La pruebasehaceporinduccbn sobrela longitud de la demostradn por resolucbn
de C a partir S aplicandoel lemaanterior La pruebaes similar al casoproposicionaly quedacomo
ejercicio. |
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6.3. Completitud

SeasS un conjuntode clausulasy seal/ (S) el universode Herbrandde S. Recordemogjue para
cadasubconjunta” C U (), el conjunto P (S) esel conjuntode todaslas clausulascerradasque se
obtienerreemplazandtasvariablesgueocurrenen.S portérminosdel subconjuntad? C U (.S) , esdecir
por elementoglel universode Herbrandde S.

La pruebadel teoremade completituden el casogeneralse basaen el siguientehecho:si S esun
conjuntodeclausulay U (S) essuuniversodeHerbrandgentoncesi existealgiin conjuntodeinstancias
cerradagle S ( esdecir, existe P (S) paraalgn P C U (S)) talque P (S) Fr L, entoncesS Fgr L.
Es decir paradeterminarsi S Fr | essuficientehacerloparaun conjuntode instanciascerradasle
clausulagie S.

Consideremosin conjuntode clausulasS. Vamosa extenderla notacon R (S) utilizadaenel caso
proposicionallela siguienteforma:

R (S) = SU{C:C =Res(Cq,Cs), paraunpardeclausulag’;,Cs € S}
R (S) = S
R™I(S) = R(R™(9))

R*(S) = UR'(S)

n>0
Dadoun conjuntodeclausulass U {C'} , esinmediatocomprobaique:
SkFrC & C eR*(S) < existeunn > 0 talqueC € R™(S).

El siguienteresultado.conocidocomo Lifting Lema se utiliza paratransformarunarefutacéon de
clausulagroposicionalegnunarefutacon de clausulagenlogicade predicados.

Lema 6.17(Lifting Lema) SeaS unconjuntodeclausulasy seal (S) el univesodeHerbrandde S.
SiP CU(S), entonces

R(P(S)) C P(R(S)).
Demostracdn. Seal’ € R (P (S)) = P(S)URes(P(S)).SiC’' € P(S), entoncexomo S C
R (S) = SURes(9), entonces” (S) C P (R (S)). Porlo tanto,C’ € P (R (S)). Supongamosue
C' ¢ P(S). Entonce”’ € Res(P (S)). Esdecir existendosclausulasC, Ce € S, sustituciones
cerradasy; : Var (C1) = U (S)y ag: Var(Ca) — U (S),y literalesl € Cra1 y € € Coas tal que

¢’ = Res (01041, 02042) = (01041 — {l} U Cooig — {lc}) .

Obseremosqueel literal [ esunainstanciadeliteralesL; = {l;,...,l,} C C; y [ esunainstanciade
literalesLy = {=1}, ..., I}, }. Esdecit Lya; = 1y Loas = [¢. Lassustitucionesy; y as esndadas
por

01 = (®1/81,.s %k /Sk) dondeVar (C1) = {z1, ..., 21}

as = (Y1/t1, s Ym/tm) dondeVar (Ca) = {y1,--c; Ym } -
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Consideremofas sustitucione#; : Var (C1) — Vary 0s : Var (C2) — Var tal quehacenquelas
clausulag’; 81 y C205 notengarvariablesencomin. Lassustitucione#; y 8, esindefinidascomo

91 - ($1/’U,1,...,$k/’u,k)
02 = (Y1/V1, s Ym/Vm) -
Consideremotambenla sustitucon
U= (U1/815 ooy Uk / Sk, V1/E1y ey Un [tim) -

Obseremosque
01041 = 0191U
02042 = 0292U

l = L10£1 = L191U
I = L10£2 = L292’U,.

Comola sustitucdon « esun unificadorparael conjuntodeliterales
L0, U —Lobs,

donde—L.fs esel conjuntode literalesnegadosde L1602, entoncegpor el Algoritmo de Robinson
podemosas@urarla existenciade un unificadosmasgenerah, y unaresohenteC deC; y Cs donde

C' =Res (C1,C2) = (C101 — {l1, ..., ln}) o U (Cabl — {11, ..., =1, }) wo.
Comouyg esun unificadormasgeneralentoncesxiste unasustitucon A tal que
U = Ug.A
Veamogque(’ = C\ :

C'" = Res (01041, 02042) = (01041 — {l}) U (02042 — {lc})
= (01041 — L10£1) U (02042 — L20[2) = (0191U — L191U) U (0292U — L292’U,)
= [(0191 — L191) U (0292 — L292)] U [(0191 — L191) U (0292 — L292)] Uo A
= ([(0191 — L191) U (0292 — L292)] UQ) A= CA

|

Porlo tantoC' € P (R (5)). [ |

Ejemplo 6.18 Analicemoscon un ejemplolos pasosdel Lema anterior Consideremodas siguientes
clausulas

Ci = P@VPW)VP(2)Vae()
Co = =P(f(u)V-P(w)V R (u)

y lasinstanciacerradasleC; y Cs

C1 = P(f(a)VQ(f(a))
Cy = —P(f(a))VR(a).
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LaresohentedeCy y Cf es
C' = Res (C4,C4) = Q(/ (@) V R(a).

Seglin el Lemmaanterior la clausulaC’ debeserunainstanciacerradade unaclausulaC' tal queC' =
Res (C1, Cs) . Veamoscomoobtenemoda clausulaC.

Primeroobseremosque(; y C; tienenvariablesdistintas.Porlo tantof; = #; = (). Notemos
quelassustitucionegjuea; y ag quetrasformanC; y Cs enC} y C4, respectiamente esndadaspor:

o = (z/f(a),y/a z/a)
az = (w/f(a),u/a)

Obseremostambiénque
Ly = {P(),P(fy),P(f(2)}
Ly = {=P(f(w),~P(w)}.

Como#; = 6, = ( ), entonces

u= ooy = (x/f(a),y/f(a),z/a,w/f (a) u/a).

Luego
L1a1 = Llu
L2a2 = LQU
Llu = —|L2’U,.

Comow esununificadorde L; U — Lo, entoncegpor el Algoritmo de Robinsonpodemogieterminaiun
unificadormasgeneraki,. Essencillocomprobaqueug est definidopor:

uo = (x/f (W), z/y,w/f (y),u/y),

y quela sustitucdn
A=(y/a,z/a)

estal que
U = UgA.

Luego, la clausulaC' buscadaesla clausuladefinidapor

C = Res (Cl, Cg) = (01U0 — L1U0) U (CQU() — LQUQ)
QU W) VRyY).

El siguientelLemaesunageneralizadin del lemaanterior
Lema 6.19 Para todoconjuntodeclausulass
R"(P(5)) € P(R"(5)).

Por lo tanto, R* (P (S)) € P (R*(S5)) .
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Demostracdbn. La pruebaesporinduccbn sobren.
El cason = 1 esel Lemaanterior Suponemosjuevale paran y probemosjuevale paran + 1:
R™(P(S) = R(R™(P(5)))
HI
< R(P(R"(5)))

Lemaanterior

P(R(R"(S))) = P(R"(S)).

Teorema6.20 SeaS un conjuntodeclausulas EntoncesS Fr L siy solosi S esinsatisfacible

Demostracbn. Yasabemoguesi S E C entoncess -r C.

Supongamosahoraque S esinsatisficible.Porel Corolario5.31,existe un subconjunta? C U ()
tal queP (S) esp-insatishcible.Porel Teoremade Completitudparael casoproposicionalP (S) Fr L.
Esdecir L € R™ (P (S)). Del Lemaanteriordeducimogjue L € P (R" (5)), paraalginn > 0. Por
lotantoS g L. |

Resumimodos resultadogstudiadofiastaahoraen el siguientecorolario.
Corolario 6.21 SeaS un conjuntode clausulas Entoncedas siguientesondicionesonequivalentes:

1. S esinsatisfacible

2. S notienemodelodeHerbrand.

3. U (S5)(S) esp-insatisfacible

4. Existeun subconjuntdinito Sy C U (.S) (S) p-insatisfacible
5. Existeunsubconjuntdinito So C U (S) (S) tal queSy Fr L.
6. Stkprl.

Vamosa finalizarel cagtulo conun ejemplo.

Ejemplo 6.22 Probargueel siguienteconjuntode clausulagsinsatistcible.

S;{ ~P(2)vVQ @)V Rz, f(2),-P@)VeQ @)V S(f(z)T(a),Pa), }
—R(a,2) VT (z),~T(2) V-Q(z),~T(y) V=5 (y) '

Determinemosinarefutacdn de S. En cadapasoescribiremogual esla sustitucon empleada.
1. C3=Res(C5,Cs) =Res(T'(a), T (x) V-Q(x)) =-Q(a), e = (x/a).

2. Cg = Res(C,C4) = Res(mP(x)VQ(x)VS(f(x)),P(a)) = Q(a) VS(f(a)) e =
(z/a)

3. Cio = Res(Cs,Cy) = Res (=Q (a),Q (a) V S (f () = S (f (a).
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4. C11 = Res(C1,Cy) =Res(mP(x) VQ(x)V R(x, f(xz)),P(a)) =Q(a)V R(a, f(a)),e=
(z/a).

5. Ci2 = Res (s, Cur) = Res (=Q (a), Q (@) V R(a, f (a))) = R{a, f (a)).

6. Ci3 = Res(Cs,C12) = Res (~R(a,2) VT (2),R(a, f () =T (f (@), e=(z/f(a)).
7. Cu = Res(C7,Ci3) = Res (=T (y) V=5 (), T (f () = =5 (f (@), e =(y/f(a)).
8. Ci5 = Res(Co,C1a) = Res (S (f (a)), S (f (a))) = L.

Porlo tanto,S Fr L, y enconsecuenci& esinsatistcible.

Tambén se puededemostrarque S es insatisacible utilizando la nocibn de p-satiskcible. Consid-
eremosel conjunto de clausulascerradasque se obtienea partir de S haciendola sustitucon e =

(x/a,2/f (a),y/f (a)):

50456_{ —P(a)VQ(a)V R(a, f(a)),~P(a)VQ(a)V5(f(a)),T(a),P(a), }
—R(a, f(a)) VT (f(a)),-T(a)V-Q(a), =T (f(a)) V=5 (f(a))

Essencillocomprobaique Sy esp-insatishcible. Tambiénsepueddlegaral mismoresultadgrobando
CIUES() |_R 1.
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Capitulo 7

Refinamientosde Resolucbn

Uno de los avancesfundamentalesiel métodode resolucon es que solo se aplicaunaregla. A
pesarde que el métodode resolucbn es muy poderosoexisten problemasde tipo combinatorio.En
general,cuandointentamosaplicarresolucbn a un conjuntode clausulasexisten muchasmaneragde
seleccionadosclausulagparaproducirunaresohente.Enunconjuntofinito peroconungrannimerode
clausuladasposibilidadesleeleccbn hacemgueel métododeresolucdn seadificil deimplementarPara
solucionaresteproblemasepuedernimplementarefinamiento® modificacioneslelmétodaooriginal que
limiten la busquedaEXxistenvariostipos de refinamientosgependiendael problemaa atacar Algunos
seaplicana cualquierconjuntodeclausulasgcomolaresolucon lineal,y otrosseaplicana determinados
conjuntosde clausulascomola resolucon unitariaquesoloseaplicaalasclausulagie Horn.

Los métodosde resolucbn queveremosa continuacbn sonreformulacionesiel métodooriginal y
estinbasadogndosideas:estiategiasy restriccionesleresolucdn. Lasestratgiassonreglasquenos
dicencomobuscarlas clausulasa resoler. Esdecir, nosdicen,aplicandounadeterminadaegla, como
buscarlas clausulasaresoher. Un ejemplode estratgia esla resolucbn unitaria.En estealgunade las
posiblesclausulasaresoher debeserunitaria(conun sololiteral). Obviamenteestono siempreesposi-
ble. Lasrestriccionesserefierena restriccionesn la eleccbn de las clausulasa resoher, dependiendo
de suformasintactica.En estecasoel nimerode posibleseleccionesesmenorqueel numerototal de
eleccionesin restriccon.

Obsewacion. Paracadarefinamientoque estudiemosieberemogprobarun Teoremade Correctitudy
un Teoremade Completitud.Pero,comotodoslos refinamientoson casosparticularesdel métodode
resolucobn estudiad@anteriormentegl Teoremade Correctitudesinmediatoencadacaso.Paraprobarel
correspondient&eoremade Completitudutilizaremosel Lemade Lifting. RecordemosguedichoLema
nos permitetrasladarunarefutacbn de un conuntode clausulagproposicionale&n unarefutacon de
clausulasen ldgicade predicadosPor lo tanto, en cadacasosolo es necesarigrobarel Teoremade
Completitudparael casoproposicional Utilizando la completitudproposicionaly el Lemade Lifting
obtenemo®l Teoremade Completitudparael casogeneral.

Comenzaremodandoalgunasdefinicionesy resultadogieneralegjueluego seaplicaén a los dis-
tintosrefinamientogjueexpondremos.
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La siguientedefinicibn introduceun tipo particularde subconjuntosle clausulasonstruidosa partir
deun conjuntode clausulagy un literal quepermiteanalizarsi el conjuntode clausulagessatishcible.
Sea$ unconjuntodeclausulag [ unliteral de.S. definimosel conjunto

St={C—{I°}:1¢C}.

Esdecir, el conjuntoS’ esel conjuntodetodaslasclausulag’ de.S queno contieneralosliterales] y [
y atodaslasclausulagiela formaC U {I¢} € S dondel ¢ C. Sila clausulaunitaria{l°} € S, entonces
1est

Lema 7.1 SeaSunconjuntodeclausulas EntoncesS essatisfaciblesiy solosi S* 0 S*° essatisfacible

Demostacion. =-) SupngamosjueS essatishicible.Entoncesxiste unavaluacbn v tal quewv (S) =
1. Supongamosjuev (I°) = 0, esdecit v (l) = 1. Probemosquew (5') = 1. Consideremosina
clausulaarbitrariaC € S*. Porlo definicion delas clausulagde S*, C U {I°} € S 0o C € S. Entonces
v(CU{l’}) =100 (C) = 1. Comow (I°) = 0, entonceslebeocurrirquev (C) = 1.

Siwv (I°) = 1, entoncesepruebadeformasimilar quev (5*) = 1.

<) Supongamosjue S’ essatisficible por unavaluacon v. Debemosieterminaunavaluacon w
tal quew (.S) = 1. Consideremofa valuacdn w definidapor

v(k) si kAL
w(k) =
1 si k=L

ComoentodaclausulaC € 5%, 1,1¢ ¢ C, entoncesy (S*) = v (5') = 1. Comprobemosuew (S) = 1.
SeaC € S.Sil € C, entoncesw (C) = 1. Sil ¢ C, entonce” — {I°} € S, y enconsecuencia
v(C —{l°}) = 1. Luego existeun literal £ # [° talquek € C y v (k) = 1. Porla definicibn de w
tenemosyuew (k) = w (k) y porlo tantow (C) = 1. Estoimplicaquew (S) = 1. [ |

Corolario 7.2 SeasS un conjuntode clausulas.EntoncesS esinsatisfaciblesi y solo si St y S* son
insatisfacibles.
7.1. Resolucbn Lineal

Ahoraestudiaremosnodelos refinamientoslel métodode resolucon llamadoresolucon lineal.

Definicion 7.3 SeasS' un conjuntode clausulasnsatisacible. Un subconjuntd/ C S esun conjunto
soportede S, si S — U esun conjuntosatishcible.

Queunsubconjuntd/ seaun conjuntosoportedeun conjuntodeclausulasnsatistcible S significa
guepodemosaislarla causadeinsatisacibilidadde S.

Ejemplo 7.4 Consideremosl siguienteconjuntode clausulasnsatistcible
S = {P(.Q?) \/—Q(x,a) 7P(a’) \/Q(yva)v_'P(y)}'

Un conjuntosoportede S es,porejemplo,lU = {P (x) V -Q (x,a)} .
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Definicion 7.5 Un conjuntode clausulasS esun conjunto insatisfacibleminimal si esinsatishcible
perotodosubconjuntgropiode S essatishcible.Endecir, S esinsatishcibleminimal siy solosi para
todaclausulaC € S el conjuntol/ = {C'} esunsoportede S.

Lema 7.6 SeaS unconjuntoinsatisfacible Entoncesxisteun subconjuntansatisfacibleminimal S’ de
S. Adenas,si U esun conjuntosoportede S, entonced/ N .S’ esun conjuntosoportede S’.

Demostacion. Seas insatisfcible. Por el Teoremade Compacidadexiste algin subconjuntdinito
de S insatiskcible. De todoslos posiblessubconjuntodinitos insatistcibleselegimos el quetengael
menornimerode clausulasLuego, si S’ estal subconjuntentoncegsclaroqueesminimal.

Seal/ un conjuntosoportede S. Veamosprimeroque S’ N U £ @. SisuponemosuesS’ N U = 0,
entoncess’ C S — U y comoS — U esun conjuntosatishcible,entoncesS’ essatisfcible,lo quees
unacontradicadn. Porlo tanto S’ N U +# (. El conjuntoS’ — (.S N U) esun subconjuntgropiodes’, y
comosS’ esinsatishcibleminimal, entoncess’ — (S’ N U) essatishcible,esdecir S’ N U esunconjunto
soportede S’. [ |

Definiciobn 7.7 SeaS un conjuntode clausulasy C unaclausulaUnadeducobn por resolucbn lineal
dela clausulaC apartir del conjuntoS, ensimbolosS F; C, esunasecuencidinita de paresordenados
declausulagiela forma:

(Co, Bo) ,(C1,B1) ..., (Cyy Bp)

tal que
1. C=Chq
2. Cyy B; sonclausulagie S o algn C; conj < 4,

3. CadaCiii,i < n,esunaresohentedeC;y B;.

Comoesusual,diremosC eslinealmentededuciblede S si existe unaresolucon lineal S +; C. Si
C = 1, diremosqueexisteunarefutacon lineal de S.
Unadescripobn graficade unadeducodn porresolucon lineal seda enla siguientefigura:
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Co Bg

1 By

Co

Ch B,
C

Los elementogie S sonllamadosclausulasde entrada (o input clausulas) las clausulag’; sede-
nominanclausulagiel cento, y lasclausulasB; sellamanclausulasnarginales
Esclaroqueunaresolucon lineal esun casoparticulardel métodogenerade resolucon.

Ejemplo 7.8 Dadoel conjuntodeclausulas

S={pVag,pV-q,-pVgqg-pV-q}

la siguientefiguracorrespondeunarefutacon lineal de S sedaenla siguientefigura

pVyq PV g
p pVyq
) —pV g
-p p
1

Obseremosquela clausulaC = {p} esutilizadaenel Gltimo paso.

El proximo pasoesprobarqueel métododeresolucdn lineal escompleto La pruebade correctitud,
esdecir, la pruebaquesi S esun conjuntode clausulasy C' unaclausulatal que S F; C implica que
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S E C esinmediatapuesla resolucon lineal esun casoparticulardel métodogeneralderesolucon.

Definiciobn 7.9 Sea$ un conjuntode clausulasy U un conjuntosoportede S. Diremosqueexiste una
resolucon linealde C apartirde S consoportel/ si Cy € U.

Teorema7.10 SeaS unconjuntodeclausulasnsatisfacibleconsoportel/. Entoncesxisteunarefutacon
lineal de.S consoportel.

Demostacion (optativa). SeaS unconjuntodeclausulasnsatishcible.Porel Teoremale Compacidad
podemossuponerque S esun conjuntoinsatisfcible finito. Consideremosin conjuntoinsatistcible
minimal S’. En consecuencigodo subconjuntopropio de S’ es satishcible. En particular paratodo
conjuntounitario {C}, conC € S’ , el conjuntoS” — {C} essatishcible. Es decir, todo conjunto
unitario{C}, conC € 5’, esun conjuntosoportede S’. Vamosa probarqueexiste unarefutacon lineal
de S’ conconjuntosoportel/ = {C}, dondeC' escualquierclausulade S’.

SealS’| = n el numerode literales positvos que ocurrenen S’. Probaremoda existenciade la
refutacbn consoporte{C} de S’ porinduccbn sobren.

Sin =0, entoncess’ = {{1}} yC ={L}. Luego,esclaroquesS l—fc} €.

Supongamoguen > 0. Consideremos siguientesasos:
a) Supongamogue|C| = 1. Esdecir C' = {I}, con! unliteral positvo. Consideremosl conjunto

(Y ={D—-{I}:1¢ D, De '}

Como ' esinsatiskcible, entonceg )" esinsatiscible. Consideremosin subconjuntas” de ()"
insatishcibleminimal.
ComprobemosjueexisteunaclausulaC’ € S” tal que

c'ui{lyes.

Supongamosjue no existe tal clausula.esdecir paratodaclausulaC’ € S”, C¢" U {ic} ¢ S’. Como
C' e 8" c (9'), entonced ¢ C’. Luego,l,l¢ ¢ C'. Porlo tantoS” C S’ — {I}, peroestoesuna
contradicabn puestoque S’ esun conjuntoinsatisacible minimal. Porlo tanto, existe algunaclausula

C' € 8" talqueC’ U {I} € §'. ComoS” c ($')'y ‘(S’)l‘ < m, entoncegS”| < n. Porhipotesis
inductiva, existe unarefutacon lineal de S” consoporteC’. Esdecir, existe unasucesdn

(C', Bo) ,(C1,B1) ey (Cry Bp) , Cra = L. (7.1)

A partir de éstaresolucon lineal podemosconstruirunarefutacon lineal de S’ con soporteC' = {I}
de la siguienteforma. El primer pasode la nueva refutacon esla suceshn C = {I}, ¢’ U {iI°},
Res ({I},C" U{I°}) = C’ comomuestrda figura
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l ' U {1}

C/

Ahoraunimosla anteriorresolucon conla refutacon (7.1) perotomandolas clausulasen S’ envezde
S”. Esdecir, paracadaclausulab;, 0 < i < n, tomamoda clausulaB; U {I°} € §’, y paracadaclausula
C;, 1 < i < n, tomamosla clausulaC; U {I} . De estaforma a partir de la refutacon (7.1) de 5"

construimosunadeducadn porresolucon lineal dela clausula{i¢} apartirde S’. Graficamente

! C'u{ic}
! By U{i°}

Cy U {1} :

C,u{l} : B, U{l}

lC

A la secuencialela figuraanteriorle unimoscomoultimo pasola deducobn, I, Res (/,1¢) = L. Porlo
tanto,hemosconstruidounarefutacon lineal de S’ conconjuntosoporteC' = {1} .

b) Supongamoahoraque|C| > 1. Entonceda clausulaC tienemasdeunliteral positvo. Consideremos
unliteral arbitrariol € C'y definimosla clausulaC’ = C' — {i} . Consideremos! conjuntodeclausulas

(N ={D—-{1}:1°¢ D,DeS}.

Como S’ esinsatishcible, entoncess’)" esinsatishcible.ObseremosqueC’ = C' — {{} € ($)",
puesencasocontrario,comol ¢ C’ entonces® € C’. Entonced, [¢ € C'y C seflaunaclausulavalida.
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Estoimplicaria queS’ no esinsatisticibleminimal (puesS’ — {C'} sefainsatistcible).

Probemosjue(S")" — {C} esun conjuntosatisfcible.ComoS’ esinsatishcibleminimal,entonces
S’ -{C} essatishcible. Seav unavaluacon tal quewv (S’ — {C}) = 1. ComoC € S’y S’ esinsat-
isfacible,entonces (C) = 0y enconsecuencia (I) = 0 (puesl € C). Probemogjuetodaclausula
D e ()" talqueB #£ C, v (D) = 1. SeaD € ($)" . Entonced,lc ¢ Dy DU {I} € . Luego,
DuU{l} € 8 —{C}y enconsecuencia (D U{l}) = 1, y puestoquewv (I) = 0, conclimos que
v (D) = 1. Conestoprobamogjue(s’)" — {C'} essatishcible.

ConsideremoahoraunconjuntoS” € ($")" insatiscibleminimal. ComoC’ = € —{I} € (8')" y
S” esminimal, entonce€’ € 8" (puesencasocontrarios” C (') —{C} y §” nosefainsatisécible
minimal). Por lo tanto, por hipotesisinductiva, existe unarefutacon lineal a partir de S” con soporte
{C"}, esdecirexisteunasucesdn

(C",Bo) ,(C1,B1) ..., (Cy By) , L.

A partir de éstasucedbn constrimosunanueva deducabn lineal agreyandoa cadaunadelasclausulas
anterire<el literal |

(€' UL}, BoU{l}),(CLU{l}, ByU{LY), oy (Ca U{L}, By UL} L. (7.2)

Luego tenemosinaresolucon lineal de! consoporteC' = C’ U {I} apartirdeS’.
Porotraparte,obsenemosqueel conjunto

(8" —{cH ui}

esinsatishcibley S’ -{C'} essatishcible.Aplicandoel casoanteriora), podemosfirmarqueexisteuna
refutacon linealde (S’ — {C1}) U {I} consoporte{i} :

({l},40),(H1,A1), ..., (An, Hy) , L (7.3)

Porltimo, de(7.2)y (7.3) obtenemosinarefutacon de S’ basadanC. |

7.2. Clausulasde Horn

En estaseccon vamosa estudiarefinamientoslel métododeresolucon paraun conjuntoparticular
declausulasEstaclaseparticularde clausulasonlasclausulagjueintervienenen Prolog.

Definicion 7.11 UnaclausuladeHorn esunaclausulaC quecontienecomomaximounliteral positivo.
Esdecir:C esunaclausulade Horn si tienealgunade las siguienteformas:

1. -PAVv-PvVv...v-P, V@

2. Q

3. “PLV-aPV...V-PB,.
dondep, ..., P, y @ sonformulasatomicas

UnaclausuladeHorn C escritaconlos cuantificadoresienealgunadelas siguienteformas
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1. Vr1.V2, (—PLV P V... VP, VQ)=Ve1. Ve, ((PPAPA...AP,) — Q)

3. Vo1.Va, ("PLV P V.. Vo, =Ve.Ye, o (PLAPA AR,
= (3371337” (P1 APy A Pn)) .

Lasclausulagieltipo 1. sellamanreglas lasclausulagieltipo 2. sellamanhecdos(facts) o clausu-
las unitarias. Clausulasde programasson clausulasdel tipo 1. o 2.. Unalbdgica de programas(o un
Prologprograma)esun conjuntode clausulagie programasUna clausuladel tipo 3. sedenominauna
clausulaobijetivo (goal clausula)

SeaP unalbgicade programasy G unaclausulaobjetivo. El problemabasicoen programadn
|6gicaesdeterminassi

PE-G.

Recordemogjue P F =G significaque si M esun modelotal que M F P entoncesM F —G.
Recordemogsambinque

P E -G siy solosi P U {G} esinsatishciblesiy solosi P U {G} Fgr L.

Por lo tanto, paraprobarque -G se deducesenanticamentede la I6gica de programasP debemaos
construirunadeducobn por resolucon del conjuntoP U {G} .
Porotraparte,ya sabemosjuesi S esun conjuntode clausulasentonces

S essatishciblesiy solosi tieneun modelode Herbrand.
El proximo resultadanosdice quetodalbgicade programag” tieneun modelode Herbrand.

Teorema7.12 SeaP unalbgicade programas.EntoncesP tieneun modelode Herbrand, esdecir P
siempe essatisfacible

Demostracdbn. Consideremosl| universode Herbrandl/ (P) y la basedeHerbrandB ( P) . Recorde-
mosquetodoslos posiblesnodelosde Herbrandquesatishicenel conjuntodeclausulas’ sedeterminan
encontrandeodoslossubconjuntosle B (P) . Consideremo¥” = B (P) = {P, ({1, ..., t») : P; esunpredicadaz-ario ¢
Veamogjueesteconjuntodefineun modelode HerbrandM ( H) tal que

M(H)EP.
Debemogrobarqueparatodaclausula’; € P,
M (H)EC;.

Como P esunalbgicade programasgntoncedas clausulasC; de P tienenalgunade las siguientes
formas
Ci:(Pl/\Pg/\.../\Pn) — @

C; =Q
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dondeP; , @ sonformulasatbomicaspositvas.ComoF;, @ € B (P),entoncesV (H) E PLAP2A...AP,
y M (H) E Q. Estoimplicaque

MH)E(PLANPoAN...ANP,) = QYM(H)EQ.

Porlo tanto,paratodaclausulaC; € P, M (P) E C;. |

En el casode clausulasde programaproposicionalese puededemostrarun resultadosimilar al
anterior

Teorema7.13 SeaP unaldgicade programasproposicionalesEntoncesP essatisfacible

Demostracbn. Ejercicio. |

Esimportantedestacaquesi unconjuntodeclausulagie Horn esinsatishcibleentonceslebeexistir
unaclausulaobjetivo y unaclausulahechoenel conjuntode clausulascomosepruebaa continuacdn.

Lema 7.14 Sea$S unconjuntodeclausulasdeHorn. Si S esinsatisfacibleentoncegxisteal menosuna
clausulaobjetivoy al menoaun clausulahedo.

Demostracdhn. SupongamogueS = P U H dondeP esunalbgicade programay H esunconjunto
detodaslas clausulasobjetivos. Por el Teorema7.12 el conjunto P? es satishcible por un modelode
Herbrand.Lugo si S esinsatishcible debeocurrir que H £ (, puesen casocontrarioS = P lo que
implicaquesS essatishcible.Porlo tantoexiste al menosunaclausulaobjetivo en S.
Consideremoahorala estructurale HerbrandAM generadgor el conjuntoY = () C B (.S) . Sabe-
mos que en tal estructuraesvalida la negacbn de todaformulaatomicacerradaP (¢4, ..., t,), donde
P (i1, ...,t,) esunaférmulaatbmicaqueocurreenalgunaclausulade S. Esdecit Mg = =P (11, ..., 15) .
En estaestructuraesvalida todaclausulade a forma—i; Vv ... v =, Vv [ y todaclauslade la forma
=l Vv ...V =l,. Porlo tantoen My esvalidatodareglay todaclausulaobjetva. ComosS esinsatistci-
ble entonceslebeexistir algunaclausuladela formaC = P (ty,...,t,) talque Mg ¥ P (11, ...,t,) . En
consecuenci& contieneal menosun hecho. |

7.3. Resolucbn para clausulasde Horn

En el casode clausulasde Horn podemosdar otros refinamientosdel métodode resolucon mas
adecuados.

Yasabemosgjueel métododeresolucdn lineal escompletoparacualquierconjuntode clausulasEn
particularparaclausulagie Horn. Estehecholo establecemosn el siguienteteorema.

Teorema7.15 SeaS un conjuntode clausulasde Horn. Si S esinsatisfacibleentoncesexiste una
refutacon lineal de S.
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Consideremoahoraun conjuntode clausulagle Horndela forma P U {G} , dondeP esunalbgica
de programag/ G unaclausulaobjetivo. Si queremosestudiarsi de P sededucesenénticamente-G,
esdecirsi P E =G, entoncepodemosestudiarsi P U {G} Fr L. En particular podemosestudiarsi
existe unarefutacon linealde P U {G} . Enla deducodn por resolucon lineal dela clausulal a partir
de P U {G} sepuedecomenzaconla clausulaobjetivo GG. Estogeneraun métododeresolucon lineal,
llamadoinputresolucon, queesel métodobasicoen Prolog.

Definicion 7.16 Sea P un conjuntode clausulasde programay G una clausulaobjetvo. Una input
refutacion de P U {G} esunarefutacdn lineal de P U {G} comenzandaon la clausulaG (la input
clausula)y dondetodaslasclausulasie entradasonclausulasle P.

Obsewvacion. En general,el métodode input resolucbn no es completoparacualquierconjuntode
clausulasSoloescompletoparaconjuntosde clausulasieHorn.

Teorema7.17 SeaP unconjuntodeclausulasde programay G unaclausulaobjetivo.SiS = PU{G}
esinsatisfacible entonce®xisteunainputrefutacon de P U {G} comenzandoonG.

Demostracdbn. Primeroobseremosquecuandaesohemosunaclausulaobjetvo G = —p1 V- - -V-p,
la otra clausulaqueintervieneen la resohentesolo puedeserunaclausulade programagsdecir una
clausuladela forma—-p; Vv --- V =, V p o unaclausuladela formaC = p. Porlo tanto,la resohente
contienelinicamentditeralesnegativos (variablesproposicionalegn el casoproposicionalo formulas
atbmicasenel casode predicados)Esdecir, la resohenteesotraclausulaobjetivo. Porlo tanto,enuna
input refutacon la resohentede un par de clausulasiempreesunaclausulaobjetivo y las clausulasde
entradasonclausulagie programa.

Veamosahorala pruebadel teorema.Por el teoremade Compacidagoodemossuponerque P es
un conjuntofinito de clausulasde programal.a pruebaespor induccbn sobrela cantidadde literales
positvosde P U {G} . ComoP’ U {G} esinsatishcible,entoncepor el Lema7.14existeal menosuna
clausulahecho(esdecir, un literal positvo) C' = [ en P. Porel Lema7.1 (o por el Corolario7.2), el
conjuntodeclausulas

St=(pu{e) ={D-{1Y:1¢ D, De S} =P Ud

esun conjuntoinsatisfcible.NotemosquecomoG esunaclausulaobjetivo (y enconsecuencinotiene
el literal positivo [), entonces?! = G — {I°} . Como P essatishcible (por el Lema7.13), entonces
P! essatisfcible por la mismavaluacbn que satishcea P. Como S! contienemenosliteralesque S,
entoncegor la hipotesisinductiva existe unainput refutacon de S = P! U G! comenzandgor la
clausulaobjetivo G* = G — {I°¢} :

(GZ,BO> (C1, B1) ooy (Cry Br) Gt = L (7.4)

Ahoraconstruimosunainputrefutacbn a partir declausulage S dela siguienteforma:
El primerpasoesafadirel literal I¢ a todaslas clausulagie la deducabn anterior(7.4) obteniendo
unasecuenciaelaforma

(Gl U{l€} = G, By U {zC}) J(CLU LIS, BrUIEY) oy (Co U{IEY, By U{IEY) , G = IE.
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Comosgyundopasoagregamosal final dela secuencianteriorla deducodn
¢, 1, Res(l1)= L.
Conlo cualobtenemosinainputrefutacon de P U {G} comenzandaonG. |
Ahoraveremosotro refinamientaderesolucdn paraclausulasie Horn llamadoresolucon unitaria.

Definicion 7.18 SeaS U {C'} unconjuntode clausulagieHorn. Unadeducadn porresolucbn unitaria
de C apartirde S esunadeducodn por resolucbn de C a partir de S dondecadapasode resolucdn
intervieneunaclausulaunitaria.

Teorema7.19 SeaS un conjuntode clausulasde Horn. Si S es insatisfacibleentoncesexiste una
refutacon unitaria de S.

Demostracdn. Ejercicio. |
SeaP unalbgicade programasyy G = —R; V —Rs... V =R, unaclausulaobjetivo. Volvamosal
problemade cuandoP’ £ —G. Porel Teoremar.12la l6gicade programasP siempretieneun modelo

M (H), justamenteel modelode Herbrandde P construidocon la basede HerbrandB (P). Como
P E -G esequialenteadecirque P U {G'} esinsatiskcible,entonceslebeocurrirque

M(H)EG
o lo queesequivalentea decir
M(H)E -G =R ARy A ... ARy,
Recordemosjuela clausula; est cuantificadauniversalmentegsdecir,
G =Vzy1..Va, (-R1 V- Ry... VR, .
Porlo tanto,M (H) E =G = R1 A Ra A ... A R,, esequialentea
M(H)EJz1... 32, (R ABR2 A ... ANRy) .

Entonceslebeexistir unasucesnfinitaa,, as, ..., ax, deelementoslelU (P) tal quesatishgala formula
Jzq....32 (R1 A R2 A ... A Ry,), ensimbolos

M (H) FERiANRy3AN..ANR, [al,ag, ...,ak] .

Comocadaelementa; dela suceshn a1, ao, ..., ax €suntérminosin variablesy cadavariablez; que
apareceenlaformuladz;.... 3z, (R A R2 A ... A Ry,) esreemplazadaor el terminoa;, entonce®sta-
mosen presenciale unasustitucon e definidapor

e=Axr1/01, ...,z /aL} .
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Teniendoencuentaesto,podemosgescribir
MH)E(RIANRyA ... ARy)e.

Esredimen:

PE -G & existeunasustitucon e condominioenlasvariablesde G
y rangoenel universode Herbrandde P tal que P F —Ge.

Notemosque la formularesultante-Ge escerradapuestodaslas variablesde G son sustituidaspor
elementosleU (P) .

Definicion 7.20 SeaP’ unprogramay G = —R; V = Rs... V = R,, unagoalclausulaDiremosqueuna
sustitucdn e paralasvariablesde G esunasustitucbn derespuestacorrecta(src) si

PE(RIANRsN..ANRy)e
Teniendcencuentaestadefinicibny lasconsideracionelsechasanteriormentepodemogfirmarque
PE -G < PU{G}Fr L & existeunasrce tal que P £ —Ge.
Ejemplo 7.21 Consideremofa l6gicade programas
P=<-P ($, y) \ Q ($, y)v -P ($, Z) \ _'Q (Zv $) \ Q ($, y)v P (bv a)v P (av b)

~~ o ~~ Y N—\— N—\—~
(C1) (C2) (Cs) (C4)

y la clausulaobjetivo
G = _'Q(yvb) \/"Q(b,Z) :

Determinarsi P F -G, olo queeslo mismo,determinauunasustitucon de respuestaorrectae tal que
P E —Ge.

Primerovamosa construirunainputrefutaconde P U {G'} . Recordemosgjuesedebencambiaras
variablesenlos casosecesarios.

1. Consideremota clausulaCy = =P (z,2) V -Q (z,z) V Q (x,y) . Resoheremosconla clausula
G, peroantescambiamogasvariablesde Cs, obteniendo

Co :ﬁP(x,w)v—'Q(w,x)\/Q(az,v).

En estecasol; = {Q(x,v)} y =L2 = {Q(y,b),Q (b,2)}. El unificadormas generalpara
Ly U—Lges{x/b,v/by/b,z/b} :

Cs = Res (_'P (bv ’LU) V=@ (’U), b) VE (bv b) , Q) (bv b)) =P (bv ’LU) V=@ (’U), b) :
2. ResohemosahoraCs; conCs = P (b, a)

Cs = Res (=P (b,w) V—Q (w,b), P (b,a)) = —Q(a,b).

w/a
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3. ResolemosCys conCh, paralo cualhacemoda sustitucon {x/a,y/b} , obteniendo

C7 = Res (=P (2,9) V Q (2,9) , @ (a,b)) = =P (a,0).

4. Por (ltimo, resohemosC7 conCy = P (a,b) la sustitucon e, = {x/b,y/z}, obteniendda
clausula
Cs = Res (=P (a,b), P (a,b)) = L

Porlo tantg P E —(G. La sustitucon derespuestaorrectaes
u={y/b,z/b}.
Como —~Ge = = (=Q (y,b) V =Q (b, 2)) v = (Q (y,0) A Q (b, 2)) u = Q (b, b) , entonces
PE Jy3zQ (y,b) ANQ (b, 2) .

Ejemplo 7.22 Ahoraaplicaremosesolucon unitaria paraobtenemunarefutacon delconjuntodeclausu-
las P U {G'} del ejemploanterior

1. ResohemosC; = =P (z,y) V Q (x,y) conCs = P (b,a). Haciendola sustitucon x/b, y/a
obtenemos

C5 = Res (_'P('xay) \/Q(x,y) 7P(b7 a)) - Q(bv a) :

2. ResohemosCy = =P (x,z) V —Q (z,2) V Q (z,y) con Cs, Haciendola sustitucon z/b, z/a
obtenemos

Cs = Res ("P(.%,Z) V=@ (Z,$) \/Q($,y) 7Q(b7 a)) - _'P(av b) v Q(aay) :
3. ResohemosCg conCy
C7 = Res (=P (a,0) V Q(a,y), P (a,b)) = Q(a,y).

4. ResolemosC7 conG = —Q (y,b) V —Q (b, z) . Enestecasoprimerocambiamogasvariablesde
C7 y obtenemog’; = @ (a, w) . Empleamoda sustitucon y/a, w/b, obteniendo

Cs = Res (-Q (y,0) vV =Q (b, 2) , Q (a,w)) = ~Q (b, 2) -
5. ResohemosCy conC; conla sustitucon z/b, z/y, obteniendo
Co = Res (-P (z,y) vV Q (2,9) ,~Q (b,2)) = =P (b,y) .
6. Porultimo, resohemosCy conCs empleandda sustitucon y/a
Co = Res (=P (b,y), P (b,a)) = L.

Porlo tanto,existeun refutacon unitariade P U {G} .
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