
Caṕıtulo 1

LógicaProposicional

La Lógicaseocupadelosmétodosdel razonamiento.Unodelosobjetivosfundamentalesessistem-
atizary codificarprincipiosdelos razonamientosválidosconel objetodeformaro construirargumenta-
cioneso deduccionesqueseancorrestas.Un argumentoo deduccíonconstaesencialmentedeunconjunto
desentencias(afirmaciones)queformanlo quesellamapremisaso hipótesisdelascualesotrasenten-
cia, llamadaconclusíon, esdeducidao inferida.Nosotrosnosocuparemosdeanalizarencierto detalle
lasdeducciones.Porejemplo,si queremosdeduciralgunapropiedadacercadelos númerosnaturalesen
la deduccíon (o tambíen llamadademostracíon o prueba)de tal propiedad, emplearemossentenciaso
propiedadesquesabemosapriori quesonverdaderasy posiblementetambíenhipótesis adicionalesque
no necesariamentesonverdaderas.Supongamosquequeremosdeducirla siguientepropiedadelemental
acercadelos númerosnaturales:

Paratodo ��� ����� , si �	�
���� , entonces����� .
En la formulacíon de estapropiedadintervienela sentencia�������� que obviamenteno es

necesariamenteciertaparatodoslos númerosnaturales.Peroesevidenteque la formulacíon anterior
no afirma que �������� es válida, afirma que en casode que estemosen presenciade un par de
naturales� y ��� cumpliendola propiedaddeque �������� � entoncesseŕa verdaderoque ����� . En
la demostracíon de la anteriorpropiedadutilizaremosla hipótesis” �������� � tambíen propiedades
conocidasanteriormente.

Paraanalizarla estructuradelasdeduccionesnecesitamosfijar un lenguajeendondetrabajar. Si por
ejemplo,queremosestudiarel idioma Espãnol, necesitaremosconocerprimeroel alfabetoel cual nos
permitiŕa construirpalabrasy posteriormentefrasescadavez máscomplejas.De igual forma nosotros
deberemosestablecerun alfabetoqueconstaŕa de ciertosśımbolosa partir de los cualesy por medio
de ciertasreglasconstruiremoslo que llamaremosfórmulasdel lenguaje.En Espãnol todapalabrase
puedevercomounasecuenciafinita deśımbolos.Nuestrasfórmulastambíenseŕansecuenciasfinitasde
śımbolosdenuestrolenguaje.

1.1. LenguajeProposicional

En el lenguajeordinario nos encontramosconstantementecon sentenciasque han sido formadas
uniendofrasesmás pequẽnaspor medio de ciertaspalabras,como las palabrasno, y, o, y por si......
entonces(o implica).....,si y sólo si, etc. Estaspalabrasson llamadasconectivos proposicionaleso
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1.1.LenguajeProposicional Capı́tulo 1. L ógicaProposicional

conectivos lógicos.Nuestraprocupacíon esestudiarla estructuradesentenciasendondeaparecenestos
conectivos.

Ahoravamosadefinirel lenguaje� dela LógicaProposicionalClásica.Estelenguajeesunconjunto
de śımboloscon los cualesformamoscadenasde elementosde � . Las cadenasno seconstruyende
unamaneraarbitraria. Daremosreglasprecisasparala formacíon de dichascadenas,las cualesseŕan
llamadasfórmulas.

Lenguaje. El lenguaje� del CálculoProposicionalClásico(CPC)constadelassiguientespartes:

1. Un conjuntofinito o numerabledeśımbolos ��� � , llamadosśımbolosproposicionaleso variables.
Loselementosde ��� � seŕandenotadospor � ,  , � , etc.

2. Un conjuntodeśımbolos! "$# %&# '�# (�) , llamadosconectivosproposicionalesy cuyainterpretacíon
es " seinterpretacomonegacíon% seinterpretacomoo' seinterpretacomoy( seinterpretacomosi....,entonces...

3. Los śımbolosauxiliares( y ).

Los śımbolosauxiliaressirven paraseparardistintascomponentesde las fórmulas.No debenser
entendidoscomośımbolosdel lenguaje.

Teniendodefinido el lenguajeahoracorrespondedecir como unimosestosśımbolosparaformar
cadenasfinitas de śımbolos.Las reglasde formacíon dadasen la siguientedefinicíon nosdice como
debemosesto.

Definición 1.1 El conjuntodelas fórmulas *,+ esel menorconjuntodecadenasdeśımbolosde � que
seobtieneaplicandoalgunasdelassiguientesreglas:

1. Todavariable� esun fórmula,esdecir, ��� ��-
*,+�.
2. Si /102*,+ , entonces"3/�02*4+ ,

3. Si /�# 5�02*,+ , entonces/�%65 , /
'65 y /�(75�02*4+�.
Ejemplo 1.2 Lassiguientescadenasdeśımbolossonfórmulas

�8(:9 �&%6"� ;
"69  ,(��<;<%�9 �='6"> ;<.

Lascadenasdeśımbolos "?�< 4(7 
"69  ,(�;@%2"?�3.

no sonfórmulaspuesno est́anconstruidaspormediodelasreglasdadasenla definicíon anterior.
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1.1.LenguajeProposicional Capı́tulo 1. L ógicaProposicional

En algunostextos de lógica es usualdefinir el conectivo A�B llamadobi-implicacíon y el cual se
interpretacomosi y sólo si. Nosotroslo definiremosa partir delos implicacíon C y dela conjuncíon D
como E A�F,G1H E C�F I@D	H F4C E I<J

Notemosqueexisteunacantidadinfinita defórmulas.Porejemplo,conla variable
E

y el śımbolo K
podemosgenerarinfinitasfórmulasdela siguienteforma:E

, K E , K�K E , K�K>K E B J J J J J J J
Nuestropróximo objetivo es describirun métodoinductivo que nos permitaasegurar que ciertas

propiedadessonválidasentodaslasfórmulas.Paraestodefiniremosprimerola longituddeunafórmula:

Definición 1.3 La longitud de unafórmula L , en śımbolos M N O?P,H L,I , sedefineinductivamentecomo
sigue:

1. Si L�G E	Q2R�S T , entoncesM N O?P,H E I�G1U J
2. Si L�G�K�V , con V Q6W,X , entoncesM N O?P,H L,I$G�M N O<P4H V�I@Y�U J
3. Si LZG�V�[,\ , donde [ esalgunode los conectivos binarios ]$B D o C , entoncesM N O<P,H L,I6GM N O?P,H V�I<Y
M N O<P4H \�I@Y�U J

Ejemplo 1.4 Determinemosla longituddela fórmula L�G E C:H F$] T I .
Aplicandola definicíon anteriortenemosque:

M N O<P4H L,I:G^M N O?P,H E I@Y
M N O<P4H F$] T I@Y�UG^M N O?P,H E I@Y1_ M N O?P,H F I<Y
M N O<P4H T I@Y�U ` Y�UGaU�Y�_ U�Y�U�Y�U `bY�U,G�cbJ
Definición 1.5 Un subconjuntod decadenasfinitasdeelementosde e sedicecerradopor los conec-
tivossi cumplelassiguientescondiciones:

C1 Si \ Q d , entoncesK�\ Q d ,

C2 Si \,B W�Q d , entonces\�[ W�Q d , donde[ esalgunosdelos conectivosbinarios ]&B D o C ,

Teorema1.6 Sead unsubconjuntodecadenasfinitasdeelementosde e cerradopor losconectivos.SiR�S T=f d , entonces
W,X�f d .

Demostracíon. La demostracíon espor induccíon sobrela longitud de las fórmulas.Sea L Q�W4X .
Supongamosque M N O?P,H L,I�G�U . EntoncesL�G E con

E
unavariable.Por hipótesis

R�S T�f d . Por lo
tanto L Q d .

Supongamosqueparatodafórmula L delongitud M N O?P,H L,I4g�O , setieneque L Q d . SeaL tal queM N O<P4H L,I�G
O . Analizamoslos siguientescasos.
Si LhG�K>V , con V Q�W4X . Como M N O?P,H L,I,G�M N O<P4H V�I3Y1U�G�O , entoncesM N O<P,H V�I�g�O . LuegoV Q d , y como d escerradoporconectivos, K�V Q d .
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1.1.LenguajeProposicional Capı́tulo 1. L ógicaProposicional

Supongamosque i:j�khl�m , donde l es algunosde los conectivos binarios n&o p o q . Comor s t<u4v i,w4j r s t?u,v k�w@x r s t<u4v m�w@x1y�j t , entonces
r s t<u,v k�w , r s t<u4v m�w4z t . Porhipótesisinductiva,k8o m�{2| , y como | escerradopor los conectivos k�l$m�{6| . Porlo tanto },~��
| . �

El teoremaanteriornosdicequedadoun lenjuageproposicional� y un conjuntodevariables��� � ,
el conjunto },~ esel menorconjuntodecadenasdeśımbolosde � tal que ��� �6�1}4~ y est́a cerrado
bajo los conectivos.Esteteoremanospermiteprobarenunciadossobrefórmulas.Analicemosestoen
másdetalle.

Supongamosquequeremosdemostrarquetodaslas fórmulasde � tienenciertapropiedad�&� Con-
sideremosel conjunto � j�� i1{2},~�� i tienela propiedad�����
Esclaroque

� �
}4~ . Si logramosprobarque:

��� ��� � y que
�

est́a cerradobajolos conectivos,

entoncesaplicandoel Teoremaanterior, obtenemosque� j�},~��
Esdecirquetodaslasfórmulastendŕıanla propiedad�$�
1.1.1. Subfórmulas

Unasubf́ormuladeunafórmulaesunasubcadenadeśımbolosdela cadenaquedefinea la fórmula.
Másprecisamente:

Definición 1.7 Seai unafórmula.El conjuntodelassubf́ormulasde i sedefinerecursivamentepor:

|$� v � w�j�� � � , si
�

esunavariable,

|$� v � i,w�j�|�� v i,w@�2� � i��$o
|$� v i
l$k�w$j�|�� v i,w@�6|$� v k�w@�2� i
l$k=� , dondel escualquieradelos conectivosbinarios q ,n o p$�

Ejemplo 1.8 Determinemosel conjuntodelassubf́ormulasde i1j v � q�� w@n � � .
|�� v i,w�j�|$� v v � q�� w w@�6|$� v � � w@�2� i��j�|�� v � w<�2|�� v � w<�	� � q�� �$�6|$� v � w@�2� � � �$�2� i��j�� � �$�2� � �$�2� � q�� �$�	� � � ���	� i��$�

El conjuntode todaslas subf́ormulasde una fórmula dadatambíen puedeser determinadocon-
struyendolo quesellamael árbol geneaĺogico de la fórmula.Esteárbol representael procesodecon-
struccíon de unafórmula.El árbol geneaĺogico de la fórmula i del ejemploanteriorsemuestraen la
siguientefigura. Lassubf́ormulasde i sonlasfórmulasquefiguranenlos nodosdel árbolgeneaĺogico
de i .
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Caṕıtulo 2

Seḿantica Proposicional

En el contexto enqueestamostrabajandolassentenciastienenla cualidaddequepuedenserclasi-
ficadasde dos formasdistintas.Por un lado podemoshablarde sentenciasválidaso verdaderas.Por
ejemplo,si decimosqueel número2 espar, esciertamenteveradadera.Perotambíen podemoshablar
sobresentenciasfalsas,como por ejemplo,2 esmenor que1. Ciudado,no siempreuna frasepuede
serclasificadaenestasdoscategoŕıas.Existenmuchosejemplosendondeno esposibleafirmarsi una
sentenciaesverdaderao falsa.Porejemplo,la sentenciaesmãnanalloverà no esposibleafirmarsi es
falsao verdadera.Nosotrosnosocuparemossolamentedesentenciasa lasquesiemprepodamosalgún
valordeverdad(falsoo verdadero).

2.1. Valuaciones

Vamosa definir deunaformaprecisacomoasignara las fórmulasunainterpretacíon o un valor de
verdad.Deahoraenadelantevamosarepresentarel conceptodeverdadero conel śımbolo1 y falsocon
el śımbolo � . Otrasnotacionesusualesson, � o � paraverdadero,y � o � parafalso.Paraello vamosa
definirprimerolastablasdeverdad.

De acuerdoa lasinterpretacionesdadasa los conectivos lógicos �&  ¡�  ¢ y £ , podemosdarlassigu-
ientestablas,llamadastablasde verdad delos conectivosconectivos

� 0 1

0 0 1
1 1 1

¡ 0 1

0 0 0
1 0 1

¢ 0 1

0 1 1
1 0 1

¤ £ ¤
0 1
1 0

Las tablasanterioresdebenser entendidascomo definiciones.Indicaremoscon ¥ al conjunto ¦ �§  ¨ ©
dotadodelasoperacionesbinarias�&  ¡�  ¢ y £ definidaspor lastablasanteriores.El lectorfamiliarizado
conlasálgebrasdeBoolereconoceŕa que ¥ esel álgebradeBoolededoselementos.

Lasanteriorestablasnospermitenasignarun valor deverdada las fórmulas.Cadafórmulaesuna
secuenciafinita de śımbolos,en dondeintervienenvariablesproposicionalesy los conectivos lógicos.
Si los valoresde verdadde las variablesesconocido,entoncesel valor de verdadde la fórmulapuede
ser conocidoconstruyendola tabla de verdadde la fórmula.Como en las fórmulassolo intervienen
una cantidadfinita de variables,entoncespodemosconstruiruna tabla en dondeaparezcantodaslas
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2.1.Valuaciones Capı́tulo 2. Seḿantica Proposicional

posibilidadesde asignacíon de valoresa las variables.Aplicando las definicionesdadasen las tablas
anteriorespodemosdeterminardeunaformamećanicael valor deverdaddeunafórmuladada.

Ejemplo 2.1 Consideremosla siguientefórmula ª�«�¬ �®2¯ °�±:3² En estafórmula intervienensolo
dosvariables.La tablaasociadaa la fórmulatendra³ ´4«
µ filas.

 ¯ �®6¯ ¬ �®2¯ °>±�¶ ¶ ¶ ·¶ · · ¶· ¶ · ·· · · ·
En el ejemploanteriorhemosconstruidounatablaquenospermitever todoslos posiblesvalores

deverdadquesele puedenasignara la fórmula ª . Observemosqueparacadaeleccíon deun valor de
verdadpara y ¯ obtenemosun valordeverdadparaª . Si pensamosconunpocomásdedetallevemos
queestamosenpresenciadeunafuncióndelconjuntodevariableş 3¹ ¯ º enel conjunto»�«�¸ ¶ ¹ · º . Esta
clasedefuncionessonllamadasvaluaciones,valoracioneso asignaciones.Deacuerdoaesto,la tablade
verdaddeunaformulanoesmásqueunadescripcíon ordenadadetodaslasposiblesvaluacionesparalas
variablesqueocurrenenla fórmula.A continuacíon vamosadefinirexactamentela nocíondevaluacíon.

Definición 2.2 Unavaluacíon o asignacíon esunafunción ¼6½ ¾�¿ À�±7¸ ¶ ¹ · º quecumplelassiguientes
propiedadesparatodopar ª�¹ »�Á2Â4Ã
V1 ¼4¬ Ä3ª,°$«�Ä3¼4¬ ª,° ,
V2 ¼4¬ ª�®2»�°�«
¼4¬ ª,°@®6¼4¬ »�°<¹
V3 ¼4¬ ª
Å6»�°�«
¼4¬ ª,°3Å8¼4¬ »�°<¹
V4 ¼4¬ ª�±�»�°�«
¼4¬ ª,°>±Z¼4¬ »�°<²

Una valuacíon quedadeterminadaconociendoexactamentelo queasignaa cadavariableproposi-
cional,comolo demuestrael sigiuenteresultado.

Teorema2.3 Sea¼8½ ¾�¿ À,±7¸ ¶ ¹ · º unafuncíon.Entoncesexisteunaúnicavaluacíon Æ¼8½ Â,Ãh±7» tal
que ¼4¬ <°4«hÆ¼4¬ <° para todavariable  . Rećıprocamente, todavaluacíon Æ¼ quedadeterminadapor una
funcíon ¼6½ ¾�¿ À,±�»8²
Demostracíon. Consideremosla función ¼�½3¾�¿ À2±Ç¸ ¶ ¹ · º . Definimosinductivamentela valuacíonÆ¼8½ Â,Ãh±�» comosigue:

1. ¼,¬ <°�«�Æ¼,¬ <°<¹ paracadavariable3²
2. Paraparatodopar ª�¹ »�Á2Â4Ã�½

a) Æ¼,¬ Ä>ª,°�«�Ä&Æ¼,¬ ª,°@¹
b) Æ¼,¬ ª
È$»�°�«�Æ¼,¬ ª,°3È,Æ¼4¬ »�° , siendoÈ unodelosconectivos lógicos ®$¹ Å o ±:²
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2.1.Valuaciones Capı́tulo 2. Seḿantica Proposicional

Esclaropor la propiadefinicíonde ÉÊ que Ê4Ë Ì<Í$Î ÉÊ4Ë Ì<Í y que ÉÊ esunavaluacíon.Veamosla unicidad.
Supongamosqueexisteotravaluacíon Ï tal que Ï Ë Ì<Í$Î
Ê4Ë Ì<Í . Consideremosel conjuntoÐ Î�Ñ Ò�Ó2Ô4Õ�Ö ÉÊ4Ë Ò,Í�Î Ï Ë Ò,Í ×�Ø
Esclaroque Ù�Ú Û=Ü Ð Ø Además,si Ò�Ý ÞhÓ Ð Ý entoncesß Ò�Ó Ð y Ò�à&Þ�Ó Ð Ø Por lo tanto

Ð
por el

Teorema1.6 Ô4Õ�Î Ð . Esdecir, ÉÊ4Ë Ò,Í$Î Ï Ë Ò,Í paratoda Ò�Ó2Ô4Õ�Ø á
De acuerdoal Teoremaanteriortodavaluacíon ÉÊ quedadeterminadapor la restriccíon al conjuntoÙ�Ú Û Ø Deestaformaescostumbreidentificara lasvaluacionesconfuncionesÊ8Ö Ù�Ú Û,â Ñ ã§Ý ä × .

Ejemplo 2.4 Consideremosla fórmula Ò�Î1Ë Ì�å6æ Í â Ì . La función Ê definidapor

Ê4Ë ç<Í�Î èé ê äëç2Î�Ì
ãìç�íÎ�Ì

esunavaluacíon. El valor, o la interpretacíon, dela fórmula Ò bajoestavaluacíon seobtieneaplicando
la definicíon anterior, esdecir:

Ê4Ë Ò,ÍîÎïÊ4Ë Ë Ì�å2æ Í â Ì<Í�Î
Ê4Ë Ì�å6æ Í â Ê4Ë Ì<ÍÎaË Ê,Ë Ì<Í@å8Ê,Ë æ Í Í â Ê4Ë Ì<ÍÎaË ä�å2ã Í â ä4Î1ä â ä,Î1ä Ø
Unafórmulapuedeserverdaderabajounavaluacíon y falsabajootravaluacíon.

Ejemplo 2.5 Enel ejemploanteriorÒ esverdaderabajo Ê , peroesfalsabajola interpretacíon Ï definida
por

Ï Ë ç<Í�Î
èé ê ãìç2Î�Ì
äëç�íÎ�Ì

En losdosejemplosanterioresconstruimosvaluacionesprimeroparalasvariablesqueocurrenenla
fórmulay despues,por mediode la definicíon, extendimosla valuacíon a todafórmula.Estoescierto
en general.Es decir, paraconocerel valor en unafórmulabajo unavaluacíon senecesitaconocerque
valoresasignala valuacíon a lasvariables.Estaafirmacíon la probaremosenla siguienteproposicíon.

Si Ò esunafórmulaescribiremosÒ�Ë Ì@ð Ý Ì<ñ Ý Ø Ø Ø Ý Ì?ò§Í o Ê Ú Û Ë Ò,Í Ü Ñ Ì@ð Ý Ì<ñ Ý Ø Ø Ø Ý Ì?ò?× paraindicarquelas
variablesde Ò est́anenel conjunto Ñ Ì@ð Ý Ì<ñ Ý Ø Ø Ø Ý Ì?ò?×$Ø
Proposicíon 2.6 SeaÒ unafórmulatal que Ê Ú Û Ë Ò,Í Ü Ñ Ì@ð Ý Ì<ñ Ý Ø Ø Ø Ý Ì?ò<× . Si Ê y Ï sondosvaluacionestal
que Ê4Ë Ì?ó Í�Î Ï Ë Ì?ó Í
para toda Ì?ó>Ó	Ñ Ì@ð Ý Ì<ñ Ý Ø Ø Ø Ý Ì?ò?× , entonces

Ê,Ë Ò,Í$Î Ï Ë Ò,Í<Ø
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2.1.Valuaciones Capı́tulo 2. Seḿantica Proposicional

Demostracíon. La pruebasehacepor induccíon sobrela longituddela fórmula ô�õ
1. Para ö	÷1ø ù entoncesô1÷�ú2û2ü�ý þ õ Luego,porhipótesis,ÿ�� ú���÷���� ú��<õ
2. Supongamosquela Proposicíon valeparatodafórmuladelongitud �	��ö>õ
Estudiemosel casopara 
3ô�õ Como � � ö��� ô������ � ö��� 
3ô��2÷�� � ö��� ô�����ø , entoncesÿ�� ô��2÷��� ô��<õ Luego, ÿ�� 
>ô���÷�
3ÿ�� ô���÷�
���� ô���÷���� 
>ô��<õ Porlo tanto,valepara 
>ô�õ
3. Seanô y � sonfórmulas.
Por hipótesis, ÿ�� ô��8÷���� ô�� y ÿ�� ���=÷���� ���<ù pues � � ö��� ô��@ù�� � ö��� ������� � ö��� ô������<õ En-

tonces,ÿ�� ô�������÷
ÿ�� ô�����ÿ�� ����÷���� ô�������� ����÷���� ô������<õ  
Observación. El resultadoanteriorafirmaque paraconocerel valor que asignauna valuacíon a una
fórmula ô�� ú�! ù õ õ õ ù ú�"#� essuficienteconocerlos valores ÿ�� ú�! �<ù õ õ õ ù ÿ�� ú�"$�<õ Comotodafunción definida
sobreunconjuntofinito quedadeterminadapor la imágendela función,entoncesunavaluacíon ÿ sobre
un conjuntofinito de variablesquedadeterminadafijando unasecuenciafinita de cerosy unosde la
siguientemanera: ÿ=÷%� ÿ�� ú�! �@ù õ õ õ ù ÿ�� ú�"$� ��÷%� & ! ù õ õ õ ù & "��<ù
donde& '3÷�( o & '3÷1ø õ
Ejemplo 2.7 Consideremosla fórmula ô�� ú�! ù ú�) ù ú�* ù ú�+ �=÷,� � ú�!�-�ú�) ��.�
<ú�* ��-/
?ú�+ õ La secuenciaÿ=÷%� ø ù (§ù (bù ø � esun ejemplodeunavaluacíon.El valor de ô bajoestavaluacíon es

ÿ�� ô���÷
ÿ�� � � ú�!�-�ú�) ��.	
?ú�* ��-0
?ú�+ ��÷%� � ø�-0( ��.	
�( ��-0
&ø÷%� (�.	ø ��-0(�÷�(�-1(�÷1ø õ
Un importantesubconjuntode fórmulasesel de las fórmulasquesonválidasbajo cualquiervalu-

acíon.

Definición 2.8 Una tautoloǵıa esunafórmula ô queesverdaderabajo cualquiervaluacíon. Es decir,ô esunatautoloǵıa si y sólo si paratodavaluacíon ÿ , ÿ�� ô���÷�ø õ Una contradiccíon esunafórmula
queesfalsabajocualquiervaluacíon. Unacontingenciaesunafórmulaqueno esunatautoloǵıa ni una
contradiccíon.

Las tautoloǵıas son aquellasfórmulasque son verdaderaspor la configuracíon de sus śımbolos,
independientementedela valuacíon queseconsidere.Igual consideracíon valeparalascontradicciones.
Notemosqueunafórmula ô esunatautoloǵıa si y sólo si sunegacíon 
>ô esunacontradiccíon.

Notemosque ô esunatautoloǵıa si en la tabladeverdadtodoslos elementosde la columnacorre-
spondientea la fórmula ô sonunos.

Vamosautlizarel śımbolo 2 ÷
ô
paraindicarque ô esunatautoloǵıa.

Ejemplo 2.9 Veamosque
2 ÷3
?ú54=ú . Debemoscomprobarqueparatodavaluacíon ÿ , ÿ�� 
?ú�4�ú��,÷�ø õ

Tenemoslossiguientescasos:

9



2.2.Equivalencialógica Capı́tulo 2. Seḿantica Proposicional

Si 6�7 8�9�:%; , entonces6�7 <�8�9�:�<�6�7 8�9�:�<=;�:�> . Porlo tanto,6�7 <�8�?@8�9�:�<�6�7 8�9�?�6�7 8�9�:�>�?A;�:%; B
Si 6�7 8�9�:�> , entonces6�7 <�8�9�:�<�6�7 8�9�:�<�>@:%; . Porlo tanto,6�7 <�8�?@8�9�:�<�6�7 8�9�?�6�7 8�9�:%;�?C>@:%; B

Comono hayotroscasosparaanalizarconcluimosquela fórmula <�8�?�8 esunatautoloǵıa.

Enla siguienteProposicíondamosunalistadefórmulasquesontautoloǵıas.Másadelantetendremos
oportunidaddedarotrastautoloǵıas.

Proposicíon 2.10 Para todafórmulasD�E F y G�E las siguientessontautoloǵıas.

1. DIHJD
2. DIHK7 F%HJD�9
3. 7 DIH0F�9�HK7 7 F3H0G@9�HK7 D�H0G@9 9
4. 7 <�D�HJD�9�HJD
5. <�D�HK7 DIH0F�9
6. 7 7 D�H1F�9�HJD�9�HJD
7. 7 7 D�H1F�9�L5D�9�H0F
8. DIHJD�7 ?�F�9
9. 7 D�L	F%H�9$D

Másadelanteveremosalgunosmétodosparadeterminarcuandounafórmulaesunatautoloǵıa.

2.2. Equivalencialógica

Consideremoslasfórmulas<�8�?@8 y M�H0M y escribamossustablas.

8 8�?C<�8
0 1
1 1

8 8	H�8
0 1
1 1

Comopodemosobservar la tablade <�85?�8 esidénticaa la tablade 8�HJ8 . Essencillocomprobarque
la fórmula85L�<�8�H�8 tambíentienela mismatabla.Esdecir, fórmulasdistintaspuedentenerla misma
tabladeverdad.Estaideala formalizamosenla siguientedefinicíon.

Definición 2.11 DosfórmulasD y F sedicenequivalentes, enśımbolos DON%F�E si y sólo si paratoda
valuacíon 6 , 6�7 D�9�:�6�7 F�9 .

10



2.2.Equivalencialógica Capı́tulo 2. Seḿantica Proposicional

Essencillocomprobarque P esunarelacíon deequivalenciaenel conjuntodelasfórmulasQ�R . Es
decir, secumplenlastrespropiedadessiguientes:

Reflexiva: SIP�S
Simétrica: Si S%P�T , entoncesTOP�S�U y
Transitiva: Si S%P�T y TOP�V , entoncesS%P�V .

Lema 2.12 SeanS y T fórmulas.EntoncesSIP�T si y sólo si W�X SIY0T�Z�[%\ para todavaluacíon W�]
Demostracíon.. Si S%P�T�U entoncesparacualquiervaluacíon W�U W�X S�Z�[�W�X T�Z . Porlo tanto,W�X S�^0T�Z�[W�X S�Z�^JW�X S�Z�[%\ y W�X T%^JS�Z�[�W�X T�Z�^JW�X T�Z�[%\ . Porlo tanto, W�X S�Y0T�Z�[%\ ]

Supongamosque W�X SIY0T�Z=[_\ ] Esdecir, W�X SI^0T�Z�[O\ y W�X T%^JS�Z�[_\ ] Si suponemosqueW�X S�Z�`[�W�X T�Z�U entoncessepuedendarlos siguientescasos:

1. W�X S�Z�[%\ y W�X T�Z�[�a$] Enestecaso,W�X SI^0T�Z�[%\=^0a@[�a#]
2. Si W�X S�Z�[�a y W�X T�Z�[%\ , entoncesW�X T%^JS�Z�[%\=^0a@[�a#]

En cualquiercaso,obtenemosunacontradiccíon. Porlo tanto, W�X S�Z�[�W�X T�Z�] b
A continuacíon damosunalista defórmulaslógicamenteequivalentes.Lasdemostracionessonsen-

cillas y sedejancomoejercicios.

Proposicíon 2.13 Lassiguientessonfórmulaslógicamenteequivalentes:

1. S%P�c�c�S
2. S%P�S�d�S S%P�S�e�S
3. S�d�T3P�TId�SfS�eCT3P�T�e�S
4. S�e	c�S%P�SI^JS
5. SI^0TOP�c�T%^0c�S
6. S�e�X TId�V@Z�P%X S�e	T�Z�dCX S�e	V@Z
7. S�dCX T�e	V@Z�P%X S�d�T�Z�e�X S�d�V@Z
8. c	X S�eCT�Z�P�c�S�d�c�T
9. c	X S�d	T�Z�P�c�S�e	c�T

10. S�e	T3P�c	X c�S�d	c�T�Z
11. S�d�T3P�c	X c�S�eCc�T�Z

11



2.3.Sustituciones Capı́tulo 2. Seḿantica Proposicional

Consideremosdosfórmulasarbitrariasg y h�i Essencillocomprobarquelassiguientesequivalencias
sonválidas: g�j�k�gIl�hIj	k�h (2.1)

g�m	k�gIl�h�mCk�h (2.2)

Observemosqueparacualquierfórmula g la fórmula g%jAk�g esinsatisfacible,y quela fórmulag�m�k�g esunatautoloǵıa. Es convenienteutilizar śımbolosespecialesparaestetipo de fórmulas.De-
notaremoscon n a cualquierfórmuladel tipo gIj�k�g , y denotaremoscon o a cualquierfórmuladel
tipo g�m	k�g�i En otraspalabras,todacontradiccíon seidentificaŕa conel śımbolo n y todatautoloǵıa se
identificaŕa conel śımbolo o�i
2.3. Sustituciones

Definición 2.14 Unasustitucíon escualquierfunciónp@q r�s�t1r�s
tal quecumplalassiguientescondiciones:

1. p�u k�g�v�w�k p�u g�v�x
2. p�u g�j�h�v�w p�u g�v�j p�u h�v�x
3. p�u g�m	h�v�w p�u g�v�m p�u h�v�x
4. p�u g t h�v�w p�u g�v t1p�u h�v�i

Es posibleprobarque toda función y q�z�{ |%t}r�s se puedeextendera una sustitucíon p3qr�s~t�r�s tal que y u � v5w p�u � v paratodavariable � i En consecuenciaparadefinir unasustitucíon
sobreun fórmula g u ��� x ��� x i i i x ��� v soloesnecesariodefinir la sustitucíon sobreel conjuntodevariables� ��� x ��� x i i i x ����� y despuesextenderla sustitucíon a la fórmula g aplicandola definicíon.

Ejemplo 2.15 SeagIw �	tKu ��t�� v�i Entonceslassiguientesfuncionessonsustituciones:p ��q z�{ |�t0r�s definidapor

p ��u � v�w �� � ��t�� si � w �� si ���w �p ��q$z@{ |@t0r�s definidapor p ��u � v�w �� � � si � w ���tJ| si ���w �

12



2.4.FormasNormales. Capı́tulo 2. Seḿantica Proposicional

Lema 2.16 Sea ������������� una sustitucíon y �O��������� �#� � � una valuacíon. Entoncesla
composicíon de � con � �$�������=�@� �����1� �$� � �
esunavaluacíon.

Demostracíon. Ejercicio. �
Lema 2.17 Sean��� �_ C���A¡ Entonces,

�I¢��%£1��¤ ��¥�¢���¤ ��¥��
para todasustitucíon � .
Demostracíon. Ejercicio. �
Lema 2.18 Sean��� �_ C���A¡

1. Si � esunatautoloǵıa, entonces��¤ ��¥ esunatautoloǵıa, para cualquiersustitucíon � ¡
2. Si �%¢@� entonces��¤ ��¥�¢���¤ ��¥�� para cualquiersustitucíon � .

Demostracíon. Ejercicio. �
2.4. Formas Normales.

En estaseccíon probaremosque toda fórmula � es lógicamenteequivalentea una fórmula � en
dondesolofiguranlos conectivos ¦�� § y ¨ .

Definición 2.19 Un literal esunavariableproposicionalo la negacíon deunavariableproposicional.El
conjunto � ©�� ¨�©�� sellamaun parcomplementariodeliterales.

Definición 2.20 Unacláusula esun fórmuladel tipo ª��I«%¬  , con ¬  literales. Una cláusula dual es
unafórmuladel tipo ª%�A®3¬  , donde¬  sonliterales.

La siguienteesun ejemplodecláusula

ª�¯��A©�¦	¨�°�¦�±
Definición 2.21 Sea� unafórmulacon �#² ±�¤ ��¥��I� ©�¯ � ©�³ � ¡ ¡ ¡ � ©�´�� .

1. Diremosque � est́a en la forma normal conjuntiva (fnc) si esunaconjuncíon de cláusulas, es
decir: � esdela forma �%�Aµ¶ª�·�� ´µ· ¸�¯

¹º ¸�¯ ¬  · ,
donde¬  · sonliterales.

13



2.4.FormasNormales. Capı́tulo 2. Seḿantica Proposicional

2. Diremosque » est́aenla formanormal disyuntiva(fnd) si esunadisyuncíon declausulasduales,
esdecir: » est́a enla forma »I¼�½¾¿ À�Á@ÂÃÄ À�Á$Å Ä ¿ ,
dondeÅ Ä ¿ sonliterales.

Ejemplo 2.22 La fórmula Æ Ç�È�É	Ê�É	Ë Ì�Í�Æ Ê�ÉCÇ�Ë Ì�Í�Ç�È
est́a enla fnc. La fórmula Æ È5Í�Ê=Í	Ç�Ë Ì�É�Æ Ê=Í�Ç�Ë Ì�É�Æ Ç�È5Í�Ë Ì
est́a enla fnd. EncámbiolasfórmulasÆ È5Í	Ê=Í�Ç�Ë Ì�ÉAÆ Æ Ê=Í�Ç�Ë Ì�É�È�Ì�ÉAÆ Ç�È5Í5Ë Ì
y Ç	Æ È5Í�Ê=Í	Ç�Ë Ì�É�Æ Ç�È5Í5Ë Ì
no est́a enla fnd ni enla fnc.

Ahoravamosdarun métodoparaobtener, a partir dea unafórmuladada,otra fórmulaequivalente
escritaenla fnd o enla fnc.

Consideremosunafórmula » . Paraobtenerunafórmula Î queest́e en la fnd o en la fnc y que »_Ï3Î
utilizamoslasequivalenciasdadasenla Proposicíon 2.13.

Lospasosaseguir paraconvertir unafórmulaenla fnc sonlos siguientes:

1. Utilizar la equivalencia »�Ð0ÎOÏ Ç » É Î
paraeliminarel conectivo ÐKÑ

2. Utilizar lasleyesdeDe Morganparaponerla negacíon inmediatamentéantesdelasfórmulas.Ç	Æ » É Î Ì Ï Ç » Í�Ç ÎÇ	Æ » Í Î Ì Ï Ç » É	Ç Î
3. Utilizar Ç�Ç »I¼�»

paraeliminarla doblenegacíon.

4. Utilizar lasleyesdistributivasparaeliminarlasconjuncionesentredisyunciones:» ÉAÆ Î Í	Ò@Ì Ï Æ » É Î Ì�ÍCÆ » É	Ò@Ì» ÍCÆ Î É	Ò@Ì Ï Æ » Í Î Ì�É�Æ » Í	Ò@Ì Ñ
14



2.5.Consecuenciaseḿantica Capı́tulo 2. Seḿantica Proposicional

5. Utilizar lasleyes Ó%Ô�Ó�Õ	ÓÓ%Ô�Ó�Ö�Ó
paraeliminarrepeticionesdefórmulas.

Ejemplo 2.23 Determinarunafórmulaequivalentea la fórmula

Ó
queesteenla formanormaldisyun-

tiva.
ÓI×�Ø	Ù Ú�ÛKÙ Ü=Ö�Ý Þ Þ�ÛKÙ Ø	Ù Ú�Õ	Ü Þ�Ö5Ý Þ�ßØ	Ù Ú	ÛKÙ Ü=Ö5Ý Þ Þ�ÛKÙ Ø	Ù Ú�Õ	Ü Þ�Ö5Ý ÞKÔàØ	Ù Ø	Ù Ú	ÛKÙ Ü=Ö5Ý Þ Þ�ÕAÙ Ø	Ù Ú�Õ	Ü Þ�Ö5Ý Þ ÞÔáÙ Ú�Û~Ù Ü=Ö�Ý Þ Þ�Õ�Ù Ø	Ù Ú@ÕCÜ Þ�Ö5Ý ÞÔáÙ Ø�Ú�ÕAÙ Ü=Ö�Ý Þ Þ�Õ�Ù Ø	Ù Ú�Õ	Ü Þ�Ö5Ý ÞÔàØ�Ú�Õ�Ù Ü=Ö5Ý Þ�Õ�Ù Ø�Ú5Ö�Ø�Ü=Ö5Ý Þ�ß

Teorema2.24 Toda fórmula

Ó
esequivalentea una fórmula en la forma normal disyuntivay a una

fórmulaenla formanormalconjuntiva.

2.5. Consecuenciaseḿantica

Enformacotidianautilizamosargumentosparaaseverarcosaso hechos.Un argumentoesunadeduc-
ción quepermitellegara unaconclusíon a partir deun ciertoconjuntodepremisaso hipótesis.Nuestro
objetivo es intentarformalizarel conceptode argumentacíon desdeun puntode vista seḿantico.Para
motivar la definicíon derelacíon deconsecuenciavamosaanalizarun ejemplo:

Supongamosquetenemostresconjuntosâ�ã ä y å tal que â�æ�ä e ä_æ�å ß Porteoŕıa elementalde
conjuntossabemosqueesposibleprobarque â1æIå ß Estolo podemosescribirtambíendela siguiente
forma:

Si lasinclusionesâJæ�ä e ä_æ�å sonverdaderas,entoncesesverdaderala inclusíon â�æ�å ß
Lo anterioresun ejemploelementaldelo queesunaargumentacíon. Lasinclusionesâ1æ�ä e ä�æ�å
sonlashipótesisy la inclusíon â1æ%å esla conclusíon. Si denotamospor

Ó
a la proposicíon âKæIä ,ç

a la proposicíon ä�æ3å y è a la proposicíon â~æ3å , entoncesla anteriorargumentacíon sepuede
escribircomo:

Si proposiciones

Ó
y
ç

sonverdaderas,entoncesesverdaderala proposicíon è ß
Usandola nocíon deasignacíon o valuacíon, la anteriorargumentacíon sepuedeinterpretarcomosigue:

Paracadavaluacíon é tal que é Ù Ó�Þ�×%ê y é Ù ç Þ�×%ê entoncesé Ù è Þ�×%ê ß
Parasimboilizar la anteriorsituacíon utilizaremosel śımbolo ë × (ya utilizado paradenotara las tau-
toloǵıas)deconsecuenciaseḿantica.Luegola situacíonplanteadaennuestroejemploquedasimbolizada
como: ì Ó ã ç5í ë × è ß

Veamosotroejemplo.
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2.5.Consecuenciaseḿantica Capı́tulo 2. Seḿantica Proposicional

Ejemplo 2.25 Probemosquesi fórmulasîCï1ð , ð@ï0ñ sonverdaderasbajounavaluacíon, entoncesla
fórmulaî	ïJñ esverdaderabajola mismavaluacíon. Esdecir, queremosprobarqueò î	ï0ð$ó ð�ïJñ$ô�õ ö�î�ïJñ ÷
Paracomprobarestehechovamosa construirunatabladeverdadparalasfórmulas ø î�ï0ð ù , ø ð�ï0ñ ù y
parala conclusíon îCï1ñ ÷ En aquellasfilas dondeseasigneel valor 1 a la premisadebetambíenasigna
el valor 1 a la conclusíon. î ð ñ î�ï1ð ð�ïJñ î�ïJñú ú ú û û ûú ú û û û ûú û ú û úú û û û û ûû ú ú ú ûû ú û û û ûû û ú ú úû û û û û û
En loscasosdondeel conjuntodehipótesistomael valor

û
la consecuenciatambíentomael valor

û ÷ Por
lo tantoel argumentoesverdadero.

Definición 2.26 Diremosqueunavaluacíon ü satisfaceunafórmula ý si ü�ø ý�ù�ö û ÷
Diremosqueunavaluacíon ü satisfaceun conjuntode fórmulasþ si ü�ø ý�ù@ö û paratodafórmulaý%ÿ	þ . Enestecasoescribiremosü�ø þ�ù�ö û ÷
Una fórmulao un conjuntode fórmulassedice satisfaciblesi existe algunavaluacíon quela ( lo)

satisfaga.Diremosqueesinsatisfacibleencasocontrario.

Observemosqueunafórmulaessatisfaciblesi y sólo si esunacontingenciao unatautoloǵıa, y es
insatisfaciblesi y sólo si esunacontradiccíon.

Ejemplo 2.27 Estudiarsi algunodelos siguientesconjuntosessatisfacible:

1. ���@ö ò � î��Cð$ó ð�ï � î�ó î�ô . Si suponemosque ��� essatisfacible,entoncesdebeexistir unavalu-
acíon ü tal que ü�ø � î��Cð ù�ö û , ü�ø ð�ï � î�ù�ö û y ü�ø î�ù�ö û ÷
Ahora, ü�ø î�ù�ö û implicaque

û ö�ü�ø � î��Cð ù�ö ú �5ü�ø ð ù . Porlo tanto ü�ø ð ù�ö û ÷ Como ü�ø î�ù�ö û
y ü�ø ð ù�ö û , entoncesü�ø ð�ï � î�ù�ö û ï ú ö ú , lo queesunacontradiccíon. Por lo tantono
puedeexistir unavaluacíon quesatisfagaa lastresfórmulassimultaneamente,esdecirel conjunto
��� esinsatisfacible.

2. ����ö ò î	ïKø ð�ï � ñ ù�ó î
	Cø ð�� � ñ ù ô�÷ Supongamosque ü esunavaluacíon tal queü�ø î	ïKø ð�ï � ñ ù ù�ö û y ü�ø î
	Cø ð�� � ñ ù ù�ö û ÷
De la última igualdaddeducimosque ü�ø î�ù�ö û y ü�ø ð�� � ñ ù�ö û ÷ Entonces,ü�ø î�ïKø ð�ï � ñ ù ù�ö û ïJü�ø ð�ï � ñ ù�ö û ÷
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2.5.Consecuenciaseḿantica Capı́tulo 2. Seḿantica Proposicional

Porlo tantodebeocurrir que �� ������� ����� � Si ahorasuponemosque �� � ����� , entoncesdeber
ocurrir que �� ��� ����� , esdecir, �� � ������� Por lo tanto,la valuacíon � definidapor �� �������� 
�� � ����� y �� � �!�"� satisfaceel conjunto #�$ � Esdecir, #�$ essatisfacible.

Observemosqueunavaluacíon � quesatisfacea un conjuntode fórmulas % &�'  &�$  � � �  &�(*) esuna
fila dela tabladeverdaddela fórmula &�',+
&�$!+-� � � +.&�( quedeel valor � �

Ahoraestamosencondicionesdeformalizarel conceptodeconsecuencia.

Definición 2.28 Sea/10-% &�)�243�56� Diremosque & esconsecuenciaseḿantica de /� enśımbolos

/17-&� 
si paratodavaluacíon � quesatisfagaa / , tambíensatisfacea la fórmula &�� Estoes8

/17-&"9 para todavaluacíon � , tal que �4 /,�!��� , entonces�� &��!��� �
De la definicíon anteriorresultaque

: 7-& si y sólo si & esunatautoloǵıa.

En los siguientesresultadosdamosalgunaspropiedadesqueseŕandeutilidadmásadelante.

Proposicíon 2.29 Lassiguientespropiedadessonválidaspara todopar deconjuntos/� ;�243�56�
1. Si &=<1/ , entonces/17>&��
2. Si /17>& y /?24; , entonces;@7-&��
3. Si /17>& y &A76B , entonces/17>B. 

Demostracíon. Ejercicio. C
El siguienteresultado,conocidocomoTeoremadela Deduccíon (versíon seḿantica),ponedemani-

fiestola relacíon entreel conectivo binario � y la nocíon deconsecuencia.

Teorema2.30(de la Deduccíon) Seael conjunto/.0>% &� B
)�243�56� Entonces

/10-% &�)�7>B si y sólo si /17-&@��B.�
Demostracíon. Ejercicio. C
Corolario 2.31 Para todopar defórmulas&� B setieneque

&476B si y sólo si 7>&"��B.�
Corolario 2.32 Para todoconjunto/.0-% &�)�243�56 

/17>& si y sólo si /10-% ��&�) esinsatisfacible.
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2.6.TeoremadeCompacidad Capı́tulo 2. Seḿantica Proposicional

Demostracíon. Ejercicio. D
Proposicíon 2.33 Consideremoslas fórmulas E�F G H H H G E�I�G E�H Entonceslas siguientescondicionesson
equivalentes:

1. J E�F G H H H G E�I�K�L M4E .

2. J E�F,N-H H H N.E�I�K
L M4E .

3. L M�O E�F,N-H H H N.E�IQP!RSE .

2.6. TeoremadeCompacidad

Cuandodesarrollamosun argumentopor lo generalpartimosde un conjuntofinito de hipótesis.
Durantela argumentacíon utilizamosesteconjuntofinito dehipótesisu otrassentenciasquededucimosa
partir del conjuntodehipótesispormediodealgunaregla dededuccíon.Cualquierargumentacíon usual
constadeunacantidadfinita depasos.Esdecir, lasargumentacionessonesencialmenteprocedimientos
finitarios.El próximoteoremaqueprobaremosafirmaqueunafórmula E esconsecuenciadeunconjunto
de fórmulasT si y sólo si existe un subconjuntofinito T�U de T tal que E esconsecuenciade T�U H Este
teoremaselo conocecomoteoremade Compacidady esuno de los resultadosmásimportantesde la
LógicaMateḿatica.Existendiversasversionesdeesteteorema,aunquetodassonequivalentes.

Teorema2.34 Sea TWVYX�Z6H EntoncesT es satisfaciblesi y sólo si todo subconjuntofinito de T es
satisfacible.

Demostracíon. Si T essatisfaciblepor unavaluacíon [*G entoncesesclaroquecualquiersubconjunto
de T estambíensatisfacible.Enparticulartodosubconjuntofinito essatisfacible.

Probemosla otradireccíon.Supongamosquetodosubconjuntofinito de T essatisfacible.
Comoelconjuntodetodaslasvariablesesunconjuntonumerable,entoncespodemosenumerartodas

lasvariablesqueocurrenenalgunafórmulade T�H Supongamosquetal conjuntoes:

\�] ^ O T,P!M@J _�F G _�` G H H H G _*I�G H H H K�H
Vamosaprobarqueexisteunasucesíon O a IQP IQb c con a d,e>J fQG g K tal quela valuacíon [ definidapor

[�O _*I�P!M"a I
satisfacea T!G esdecir, [�O T,P!M�g H
La pruebaespor induccíon sobreh,H

Primerodebemosdefinir a U H Consideremoslos siguientescasos:

] U . Paratodosubconjuntofinito i de T existeunavaluacíon [ j tal que [ j>O i
P!M�g y [ j>O _*U P�M"fQH En
estecasodefinimos

a U�M"fQH
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2.6.TeoremadeCompacidad Capı́tulo 2. Seḿantica Proposicional

k l
. Existeunsubconjuntofinito m l de n tal queparatodavaluacíon o p!q quecumplequeo p!q�r m l s!t�u v

entonceso p q r w l s�t�u x En estecasodefinimos:

y l�t�u x

Observemosquesi secumpleel caso
k l

entoncestambíensecumplela siguientecondicíon:

Para todo subconjuntofinito m de n existe una valuacíon o p tal que o p>r m l s4tzu y
o p q r w l s!t�u x

En efecto.Seam un subconjuntofinito de n x Por la condicíon
k l v

existeun subconjuntom l finito
de n . Entoncesel conjunto m�{-m l estambíenfinito. Por la hipótesisdel teorema(todoconjuntofinito
essatisfacible)existealgunavaluacíon o tal que o�r m@{-m l s�t|u x Entonces,o�r m s�t�u y o�r m l s�t|u x
Ahora,por

k l v o�r w l s!t�u x

Porlo tanto,por la definicíon de y l podemosasegurarquesecumplela siguientepropiedad:

r } l s Para todoconjuntofinito m de n existeunavaluacíon o p tal que o p>r m s!t�u y o p>r w l s!t y l x

HipótesisInductiva (HI)
Suponemosquehemosdefinidola sucesíon deelementosde ~ � v u �

y l v y � v x x x v y �
detal formaquesecumplela propiedadr } � s siguiente:

r } � s Para todo conjunto m finito de n existeuna valuacíon o p tal que o p>r m s.t�u , o p6r w l s.t y l v
o p>r w � s!t y � v x x x v o p>r w � ��� s!t y �Q��� y o p>r w � s�t y � x

Paradefinir y � ��� tenemosdosposiblescasos:

� � ��� Paratodosubconjuntofinito m de n existeunavaluacíon o p tal que o p>r m s�t�u y o p>r w l s�t y l v
o p>r w � s!t y � v x x x v o p>r w � s!t y � y o p>r w � ��� s!t � x En estecasodefinimos

y � ��� t � x
k � ��� Existeunsubconjuntofinito m � ��� de n tal queparatodavaluacíon o p,� �Q� tal que o p�� ����r m � ��� s!tu v o p>r w l s!t y l v o p>r w � s�t y � v x x x y o p>r w � s!t y � , entoncessatisfacea w � ��� v esdecir, o p!q�r w � ��� s!tu x

Enestecasodefinimos: y � ��� t�u x

Probemosquesecumplela propiedadr } � ��� s�x
Seam un subconjuntofinito de n x Si secumpleel caso� � ��� , entoncesexisteunavaluacíon o p tal

que o p>r m s!t�u y adeḿas o p>r m s!t�u v o p>r w l s!t y l v o p>r w � s�t y � v x x x v o p6r w � s!t y � y o p>r w � ��� s�t � x
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2.6.TeoremadeCompacidad Capı́tulo 2. Seḿantica Proposicional

Supongamosquesecumpleel caso� � ��� � Consideremosel subconjuntofinito ��� ��� cuyaexistencia
asegura � � ��� � Como ���-��� ��� estambíenfinito, entoncespor la propiedad� ���Q� existeunavaluacíon� tal que � � �@�-��� ��� �.��� y � � � �*� �.�W� � � � � ��� �.�W� � � � � � y � � �*�Q�.�W� �*� Como � � ��� ��� �.��� �
entoncespor � � ��� � � � �*� ��� �!��� � Conestohemosprobadoquesecumplela propiedad� ��� ��� ���

Por lo tantohemosdefinidoinductivamentela sucesíon � � ��� � � � , con � �>�A�  Q� � ¡ y probadoquela
propiedad� ����� severificaparatodo ¢6£A ��

Ahoradefinimosla valuacíon � como

� � �*�Q���"� �*�
Comprobemosque � � ¤��!��� �

Sea¥��1¤�� Supongamosqueel conjuntodevariablesde ¥ est́aincluidoenelconjunto� �*� � ��� � � � � � ��¦ ¡��
Por la propiedad� � ¦ � y por el hechoque el conjunto � ¥�¡ es finito, existe una valuacíon § tal que
§?� ¥����=� y §A� �*¨ ����� ¨ para  .©"ª�©"«�� Ahora,como � � �*¨ �!�"§A� �*¨ � para  .©"ª�©@«�� entoncespor el
Lema2.6deducimosque §?� ¥���� � � ¥���� Porlo tanto, � � ¥��!��� �

Conestohemosprobadoque � � ¤,�!��� � ¬
El siguienteCorolarioesdemuchautilidadenel caṕıtulo correspondienteaResolucíon.

Corolario 2.35 Un conjuntodefórmulas ¤ esinsatisfaciblesi y sólo si existeun subconjuntofinito de
¤ insatisfacible.

Teorema2.36 Sea¤.�1� ¥�¡ unconjuntodefórmulas.Entonces¤1>¥ si y sólo si existeunsubconjunto
finito ¤�� de ¤ tal que ¤��!>¥��
Demostracíon. Supongamosque ¤1>¥�� Porel Corolario2.32, ¤1>¥ esequivalenteaqueel conjunto
¤>�?� ®�¥�¡ seainsatisfacibley por el Corolarioanteriorestoesequivalentea decir queexiste un sub-
conjuntofinito ¤�� de ¤1�>� ®,¥�¡ queesinsatisfacible.Nuevamenteporel Corolario2.32deducimosque
¤���-¥�� ¬
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Caṕıtulo 3

Resolucíon Proposicional

En el Caṕıtulo anteriorestudiamoscomoasignarvaloresdeverdada fórmulas.Esdecir, trabajamos
desdeun punto de vista seḿantico. Ahora estamosinteresadosen estudiarcomo deducirmećanica-
mentefórmulasapartirdeunconjuntodefórmulas.Nuestroobjetivo esdeterminaralgúnprocedimiento
mećanico de deduccíon de fórmulas.Existenvariosmétodosde deduccíon. El másconocidodesdeel
puntode vista de la mateḿaticaesel métodoaxioḿatico. A partir de un conjuntode axiomas,alguna
regladededuccíon y unanocíon formaldededuccíonobtenemosotrasfórmulasllamadasteoremas.Otro
posibleenfoqueesel métododededuccíon naturaly/o deGentzen.Enestecasotenemospredominanlas
reglasenvezdelosaxiomas.Un tercermétodoesel deresolucíon,el cualestudiaremosenestecurso.El
métododeresolucíon sebasaenla ideaqueparaprobarqueunafórmulaesválidapodemosprobarque
sunegacíonesunafórmulacontradictoria.Estaclasedemétodosdededuccíon seconocengeneralmente
comométodosde deduccíon por refutacíon. Unade lasventajasdel métodode resolucíon radicaenel
hechoquesolo seutiliza unaregla. Los fundamentosteóricasde la Programacíon Lógica(PROLOG)
est́anbasadasenestemétodo.

Paramotivar la ideadeestemétodo,recordemosquesi ¯ y ° sonfórmulas,entonces

± ¯�²�³6°µ´ el conjunto
± ¯�¶ ·!°
² esinsatisfacible. (3.1)

y
° esunatautoloǵıa ´µ·,° esunacontradiccíon.

El argumentoanteriorseextiendecuandotenemosconjuntosfinitos defórmulascomohipótesisde
la siguienteforma.

± ¯�¸ ¶ ¹ ¹ ¹ ¶ ¯�º*²�³6°@´ ± ¯�¸ ¶ ¹ ¹ ¹ ¶ ¯�º�¶ ·,°
² esinsatisfacible¹
Las observacionesanterioresafirmanqueparasabersi unadeduccíon

± ¯�¸ ¶ ¹ ¹ ¹ ¶ ¯�º*²�³�° esválida es
suficienteprobarqueel conjunto

± ¯�¸ ¶ ¹ ¹ ¹ ¶ ¯�º�¶ ·!°
² esinsatisfacible.Esteformadededuccíon seconoce
comodeduccíon por refutacíon.Estamaneradededuccíon esla basedel métododeresolucíon.

Ejemplo 3.1 Supongamosque »|¼ ± ½1¾�¿ ¶ · ½1¾SÀ ¶ ¿�Á1À�¾�Â ²!¹ Queremossabersi »=³ Â . Estoes
equivalentea probarque »6Ã ± · Â ² esinsatisfacible.Transformamoscadafórmulade » enunafórmula
queest́e enla f.n.c.Entonces

»"¼ ± · ½�Á1¿ ¶ ½�Á1À ¶ ·1Ä ¿�Á.À Å�Á1Â ²�¼ ± · ½�Á1¿ ¶ ½�Á1À ¶ Ä · ¿�Á1Â Å�Æ Ä · À�Á1Â Å ²!¹
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3.1.Cláusulas Capı́tulo 3. Resolucíon Proposicional

Ahoraessencillocomprobarqueel conjunto

Ç6È-É Ê!Ë Ì�Í@É Ê*Î�Ï-ÐQÑ Î�Ï.Ò Ñ Ê!Ð�Ï1ËQÑ Ê�Ò�Ï1ËQÑ Ê,Ë Ì

esinsatisfacible.Porlo tanto,podemosasegurarque
Ç?Ó>Ë Ô

Notemosqueprobarqueunafórmula Õ esinsatisfacibleesequivalenteaprobarque Õ�Ö Í"×�Ô

3.1. Cláusulas

Cuandotrabajamosconfórmulasescritasenla formanormalconjuntiva Õ Í@Ø�Ù,Ú>Ô Ô Ô Ú1Ø�Û*Ñ dondeØ!Ü
sondisyuncionesdeliterales,el ordenenqueest́anescritaslasfórmulas

Ø�Ù Ñ Ô Ô Ô Ñ Ø�Û
esirrelevante.De

igual forma,enunadisyuncíon deliterales
Ø=Í"Ý Ù�Ï
Ý Þ�Ï1Ô Ô Ô Ï
Ý ß

el ordenenqueaparecenlos literales
Ý Ü

esirrelevante.Estosugieretratara lasfórmulasescritasenla formanormalconjuntiva comounconjunto
de fórmulas,dondecadafórmuladel conjuntoesa suvezun conjuntode literales.Teniendoencuenta
estehechovamosa redefinir la nocíon de cláusulao mejor dicho vamosa escribirunacláusulacomo
un conjuntode literalesy a las fórmulasescritasen la forma normalconjuntiva comoun conjuntode
cláusulas:

Una cláusula
ØSÍYÝ Ù�Ï?Ý Þ�Ï4Ô Ô ÔQÏ6Ý à

seescribiŕa comoun conjuntode finito de literales
ØSÍ

É Ý Ù Ñ Ý Þ Ñ Ô Ô Ô Ñ Ý ß Ì!Ô
Unacláusula

Ø
esunitaria si solotieneun literal, esdecir, si

Ø�Í@É Ý Ì�Ô
Unafórmula Õ queest́a escritaenla formanormalconjuntiva

Õ Í
Ûá
â ã Ù
Ø â Í

Ûá
â ã Ù
àä
Ü ã Ù
Ý Ü â

sepuedeescribircomounconjuntodecláusulasdela siguientemanera

å ÝQæ Õ�ç Í@É Ø�Ù Ñ Ø�Þ Ñ Ô Ô Ô Ñ Ø!Û�Ì!Ô

donde å ÝQæ Õ�ç denotala forma clausularasociadaa la fórmula Õ Ô Comocadacláusulasepuede
escribircomoun conjuntodeliteralesentoncestambíenpodemosescribir

å ÝQæ Õ�ç Í@É Ø�Ù Ñ Ø�Þ Ñ Ô Ô Ô Ñ Ø!Û�Ì�Í@É É Ý Ù Ù Ñ Ý Ù Þ Ñ Ô Ô Ô Ñ Ý Ù à�è Ì!Ñ Ô Ô Ô Ñ É Ý ÛQÙ Ñ Ý Û Þ Ñ Ô Ô Ô Ñ Ý Û à�é Ì Ì!Ô

Porunacuestíon de comodidadnotacional,enmuchoscasosno escribiremosa lascláusulascomo
un conjuntodeliterales.

Definición 3.2 Diremosqueunafórmula Õ est́a escritaen la forma clausular si estaescritacomoun
conjuntodecláusulas.

Observación. Paraescribirunafórmula Õ esla forma clausularprimerodebemospasarlaa la forma
normalconjuntiva.
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3.1.Cláusulas Capı́tulo 3. Resolucíon Proposicional

Ejemplo 3.3 La fórmula ê�ë�ì í�î1ï,ð ñ�ò�ì ï*í�î-ð�î.ó ñ�ò�ï,ó tienela siguienteformaclausularasociada

ô õ ì ê�ñ!ë@ö í�î1ï!ðQ÷ ï*í�î1ð�î1ó ÷ ï�óQø!÷
o ô õ ì ê�ñ!ë@ö ö í�÷ ï,ðQ÷ ø�÷ ö ï*í�÷ ðQ÷ óQø!÷ ö ï,óQø ø
si escribimostodoennotacíon deconjuntos.

Definición 3.4 Seaù�ë@ö õ ú ÷ õ ú ÷ û û û ÷ õ ü ø unacláusula.Diremosque ù essatisfacibleporunavaluacíon ý
si la fórmula õ ú î õ ú î?û û û î õ ü essatisfaciblepor ý . De igual forma,unafórmula ê escritaen la forma
clausularê�ëSö ù ú ÷ û û û ÷ ù ü ø essatisfacible por unavaluacíon ý si la fórmula ù ú ò6ù�þ�ò4û û û�ò6ù ü es
satisfaciblepor ý .

Notemosqueunacláusulaù|ë�ö õ ú ÷ õ ú ÷ û û û ÷ õ ü ø essatisfaciblepor unavaluacíon ý si ý�ì õ ÿ ñ�ë�� para
algunliteral õ ÿ queintervieneen ù�û

El siguienteresultadoesinmediato.

Lema 3.5 Sea ê una fórmula. Entoncesê es satisfaciblesi y sólo si la forma clausular asociadaô õ ì ê�ñ�ë@ö ù ú ÷ û û û ÷ ù ü ø essatisfacible.

Observación. Como una cláusulaes un conjuntode literales ù ë ö õ ú ÷ õ ú ÷ û û û ÷ õ ü ø , entoncestambíen
debemosadmitir la presenciadel conjuntovaćıo de literales ö�ø . La cláusulaqueno tieneliteralesse
llamacláusulavaćıa. Luego, podemostenerun conjuntodecláusulasquesolo tengala cláusulavaćıa� ë@ö ö�ø ø!û
Nuestropróximo objetivo esprobarqueel conjuntovaćıo decláusulasessatisfacibley queel conjunto
decláusulasquesolotienela cláusulavaćıa esinsatisfacible.

Sea
�

unconjuntodecláusulasy õ un literal de
� û Definimosel conjunto��� ë@ö ù��Aö õ � ø	� õ�
� ù�÷!ù � � ø!û

Ejemplo 3.6 Consideremosel siguienteconjuntodecláusulas� ë@ö ó�î1ï!ðQ÷ ó�î�í�÷ ï�ó�î�í�î1ï,ðQ÷ ï!ð�î1ï�í�ø!û
Parael literal ó el conjunto

��
es�  ë@ö ù��?ö ï�óQø�� ó 
� ù�ø�ë@ö í�î1ï!ðQ÷ ï,ð�î1ï�í�ø!û

El conjunto
��

essatisfaciblepor la valuacíon ý�ì í�ñ
ë�� y ý�ì ð ñ.ë���û Por lo tanto,el conjunto
�

es
tambíensatisfacible(nonecesariamentepor la mismavaluacíon).

El siguienteresultadopruebaquela cláusulavaćıa ö�ø esinsatisfacible.

Lema 3.7 Sea
�

unconjuntodecláusulas.Entonces
�

essatisfaciblesi y sólo si
� �

o
� � �

essatisfacible.
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3.1.Cláusulas Capı́tulo 3. Resolucíon Proposicional

Demostracíon. ��� Supongamosque � essatisfacible.Entoncesexisteunavaluacíon � tal que ��� ������ �
Supongamosque ��� �  �!�#"%$ es decir, ��� � �!� � � Probemosque ��& �(' )*� � � Consideremosuna

cláusulaarbitraria +-,.��' � Por lo definicíon de lascláusulasde �(' $/+10!2 �  34,.� o +-,.� � Entonces��� +�052 �  3 ��� � o ��� +���� � � Como ��� �  ���1" , entoncesdebeocurrir que ��� +���� � �
Si ��� �  ��� � $ entoncessepruebadeformasimilarque � & � ' 6 ) � � �7 � Supongamosque �(' essatisfaciblepor unavaluacíon � � Debemosdeterminarunavaluacíon 8

tal que 89� �(��� � � Consideremosla valuacíon 8 definidapor

8.� :%��� ;< = ��� :%� si :?>�1� $ �  �
si :@�1� �

Comoentodacláusula+A,5��' , � $ �  �B,5+ , entonces8�& �(' )@����& �(' )@� � � Comprobemosque 8.� ����� � �
Sea +#,�� . Si �	,�+ , entonces8.� +��C� � � Si �CB,*+ , entonces+AD12 �  39,�� ' , y en consecuencia��� +�D92 �  3 �@� � � Luego existe un literal :�>���  tal que :�,1+ y ��� :%�@� � � Por la definicíon de 8
tenemosque ��� :%����89� :%� y por lo tanto 89� +���� � � Estoimplicaque 89� �(��� � � E
Corolario 3.8 Sea � un conjuntode cláusulas.Entonces� es insatisfaciblesi y sólo si ��' y �(' 6 son
insatisfacibles.

Corolario 3.9 Sea � un conjuntode cláusulas.Supongamosquela cláusulaunitaria +F�-2 � 39,�� �
Entonces� essatisfaciblesi y sólo si � ' essatisfacible.

Observación. Supongamostenerel conjuntode cláusulasunitarias �G�H2 2 � 3�$ 2 �  3 3 � De acuerdoal
Corolarioanterior, � essatisfaciblesi y solosi

� ' ��2 +�D.2 �  3	I ��B,5+	3���2 2 �  3�D.2 �  3 3���2 2�3 3
essatisfacible.Pero,como � esinsatisfacibleentoncesdeducimosque

� ' ��2 2�3 3
esinsatisfacible.Porlo tanto,el conjuntodecláusulasquetienesolola cláusulavaćıa esinsatisfacible.

Lema 3.10 Sea� un conjuntodecláusulas.Sea+ unacláusulade � tal que � $ �  �,9+ � Entonces� es
satisfaciblesi y sólo si �!D92 +	3 essatisfacible.

Demostracíon. Essencillay sedejaal lector.
E

El conjuntode cláusulas���J2 �%K4�  3 siemprees satisfacible, puesparacualquiervaluacíon �L$
tenemosque ��� � �M� � o ��� �  �M� � � Porel Lemaanterior � essatisfaciblesi y solosi �9D.2 �%K4�  3	�*N
essatisfacible.En consecuenciapodemosafirmarqueel conjuntovaćıo ���GN decláusulasessiempre
satisfacible.

Podemosresumirlo expuestoanteriormentediciendoqueel conjuntode cláusulasquesolo tiene
la cláusulavaćıa, esdecir �G�H2 2�3 3 esinsatisfacible,y queel conjuntode cláusulasvaćıo �*�HN es
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3.2.Resolvente Capı́tulo 3. Resolucíon Proposicional

siempresatisfacible.

Sabemosquetodafórmulainsatisfacible,comopor ejemplo O�P?Q�O	R dondeO esunafórmula,es
insatisfacible.Recordemosquehemosconvenidoen denotara cualquierfórmula insatisfacible con el
śımbolo S	T De ahoraenmásvamostambíenasimbolizarpor S a la cláusulavaćıa U�V�T
3.2. Resolvente

Lasfórmulasqueest́anenla formaclausulartienenalgunaspropiedadesespeciales.Porejemplo,en
ciertoscasosunafórmulapuedesertransformadaenotraeliminandoalgunascláusulasdetal formaque
la satisfacibilidadnocambia.Veamosestoconun ejemplo.

Supongamosquetenemosunafórmulaenla formaclausular

O*W�U X	Y4Q�Z/R Z�YC[/V�T
Sea\ unavaluacíon. Si \�] Z ^�W�_ , entoncesparaque \�] X	Y4Q�Z ^�WH_ debeser \�] XL^�WH_ R esdecir la
satisfacibilidadde la cláusulaXCY?Q�Z dependede la satisfacibilidadde la variableX�T Si \�] Z ^�W�` , en-
toncesla satisfacibilidaddela cláusulaZ�YC[ dependedela satisfacibilidaddela variable[ T Porlo tanto,
la fórmula OGW*U X	Y4Q�Z/R Z�YC[/V essatisfaciblesi y sólo si lascláusulasX@Y5Q(Z y ZMY4[ sonsatisfacibles
si y sólo si X essatisfacibleo [ essatisfacible.Además,si la cláusulaX	Y4[ esfalsa,entoncesla fórmulaO esfalsa.En otraspaĺabras,la satisfacibilidadde O dependedela satisfacibilidaddela clausulaX@Y4[ T
Enciertamanera,lascláusulasX�Y	Q�Z y Z�Y�[ sepuedenreducira la cláusulaX�Y	[ T Vamosaprecisaresta
ideaenla siguientedefinicíon.

Recordemosquesi a esunacláusulay b un literal, escribimosb�c9a paraindicarque b apareceena�T El literal b d indicael literal complementariode b T
Definición 3.11 Seana�e y a�f doscláusulas.Supongamosque b�c!aMe y que b d�c!aMf T La resolventedeaMe y aMf esla cláusula gMh i ] a�e R a�f ^�W*] a�e(j.U b V ^lk5U a�f�j9U b d V V�T

Escomún asociara la regla deresolucíon un árbolcomolo muestrala siguientefigura.

25



3.2.Resolvente Capı́tulo 3. Resolucíon Proposicional

mmm
mmm

n n n
n n n

o�p oMq

r�s tLu o�p v oMq wx
x x

Si determinamosla resolventede las cláusulasunitarias y z v { zl| obtenemosla cláusulavaćıa. Es
decir, r�s tlu z v { z w�} y@| }1~	�
Ejemplo 3.12 Determinarla resolventede

oMpM} z	� {�� y
o�q�}1� �C� �r�s tlu z	� {(�/v � �4� w�} y zl|��5y �/| } y z v �/| �

o tambíenpodemosescribir r�s tlu z	� {(�/v � �4� w�} z	�C� �
La determinacíon dela resolventedeun pardecláusulas

o�p
y
o�q

seconocecomoregla deresolu-
ción.Estaregla deresolucíon nospermitedefinirunanocíon dededuccíon. Esdecirunanocíon quenos
diceexactamentecomopodemosdeterminarmećanicamenteunacláusulaa partir deun conjuntofinito
defórmulasaplicandola regla deresolucíon.

Definición 3.13 Sea� un conjuntodecláusulasy
o

unacláusula.Unadeduccíon por resolucíon de
o

apartir de � esunasucesíon finita decláusulaso�p v oMq v � � � v o��
tal que

1. La últimacláusula
o��

es
o�v

2. Paratodo ���.���.� v secumpleque
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3.2.Resolvente Capı́tulo 3. Resolucíon Proposicional

a) ���(�5� , o

b) ��� seobtienepor la regla deresolucíon dedosanteriores.Esdecir, existen ��� � �M� , � � �5�.�(�
tal que ���l����� �L� ��� � � � �L�

Escribiremos �!�l�5���
cuandoexista unadeduccíon por resolucíon de unacláusula� a partir de un conjuntode cláusulas�
. Notemosqueel śımbolo �l� defineunarelacíon entreconjuntodecláusulasy cláusulas.Comocaso
particulardededuccíon por resoluicíon tenemosla deduccíon dela cláusulavaćıa � �
Definición 3.14 Sea� un conjuntodecláusulas.Una refutación de � esunadeduccíon por resolucíon
dela cláusula� apartir � . En śımbolos, �9�l�5� �
Ejemplo 3.15 El siguientéarbolesunarefutacíon del conjuntodecláusulas
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En unadeduccíon por resolucíon unacláusulapuedeserutilizadamásdeunavez.
Comopodemosobservar en la definicíon de la deduccíon por resolucíon solo apareceun conjun-

to finito de fórmulas. Es decir, la nocíon de deduccíon esunanocíon esencialmentefinitaria. Esto lo
podemosprecisarenla siguienteversíon del teoremadecompacidad.

Teorema3.16(deCompacidad) Sea� un conjuntodecláusulasy � unacláusula.Entonces�.�l�9�
si y sólo si existeun subconjuntofinito �Lª de � tal que �Lª��l�5� �
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3.2.Resolvente Capı́tulo 3. Resolucíon Proposicional

Demostración. «�¬ Supongamosque 1®l¯.°�± Entoncespor la definicíon de ®l¯ existeun conjunto
finito de cláusulas°�² ³ °M´ ³ ± ± ± ³ °�µ�¶H° tal queparacada ·?¸A¹@¸�º(³%°�»�¼1 o existendoscláusulas°(½ ³ °M¾ con ¿ ³ À?Á1º tal que Â�Ã�Ä�Å °M¾ ³ °�½ ¬�¶*°�» ± Luego,el conjunto L²�¶GÆ °�»M¼! tal queintervienen
enla sucesíon °�² ³ °�´ ³ ± ± ± ³ °�µ¥Ç estal que L²M®l¯?°�±

La direccíon È esinmediata. É
En la siguienteproposicíon damosunaseriedepropiedadesde la relacíon ®l¯ cuyapruebaquedaa

cargo del lector.

Proposicíon 3.17 Sean(³ (Ê conjuntosdecláusulasy °�³ Ë cláusulas.Entonces

1. Si °G¼5(³ entonces!®l¯5°�±
2. Si 9®l¯5° , entonces@ÌCÆ Ë4Ç�®l¯5° para cualquiercláusulaË5± Enparticular, @Ì@(Ê%®l¯5° para

cualquierconjuntodecláusulas�Ê ±
3. Si !®l¯5° y Æ °	Ç�®l¯5Ë5³ entonces9®l¯?Ë5±

Definición 3.18 Sea un conjuntodecláusulas.Definimosel conjuntoÍ*Å �¬ comoÍ*Å (¬�¶14Ì?Æ °AÎ existen °�´ ³ °�Ï�¼5 tal que °*¶�Â�Ã ÐLÅ °M´ ³ °MÏ ¬ Ç�±
Definimosinductivamenteel conjuntoÍ µ Å (¬ como:Í ² Å (¬Ñ¶ÒÍ*Å �¬Í µ Ól´ Å (¬Ñ¶ÒÍ*Å Í µ Å (¬ ¬L±
Finalmente,definimos ÍCÔ�Å �¬�¶AÕµ Ö¥² Í µ Å �¬L±

Entoncesesinmediatocomprobarque:°G¼4Í Ô Å �¬�×Ø°A¼4Í µ Å (¬ , paraalgún º!Ù�Ú%±
Conla notacíon introducidaenla definicíon anteriorpodemosescribirque!®l¯5°1×Ø°A¼4ÍCÔ(Å �¬L±

Másadelanteveremosel teoremadecompletitudparael cálculopor resolucíon.Esteteoremaafirma
queunafórmula Û esunatautoloǵıa si y solo si unaforma clausularde Ü�Û tieneunarefutacíon. En
śımbolos, Ý Û1×JÆ Ü�Û�Ç esinsatisfacible ×ØÞ ß/Å Ü�Û�¬(®l¯?à	±

El teoremadecompletitudseextiendeaconjuntofinitosdefórmulasdel siguientemodo.
Seaá!¶�Æ Û�´ ³ ± ± ± ³ Û�µ¥Ç un conjuntofinito defórmulasy Û unafórmula.EntoncesÆ Û�´ ³ ± ± ± ³ Û�µ¥Ç Ý Û1×JÆ Û�´ ³ ± ± ± ³ Û�µL³ Ü(Û�Ç esinsatisfacible ×ØÞ ß Æ Û�´ ³ ± ± ± ³ Û�µL³ Ü(Û�Ç�®l¯5à@³
donde Þ ß Æ Û�´ ³ ± ± ± ³ Û�µl³ Ü�Û�Ç significaquecadaunade las fórmulasdel conjunto Æ Û�´ ³ ± ± ± ³ Û�µL³ Ü�Û�Ç est́an
enla formacláusular.
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3.3.Algorı́tmo deDavis-Putnam Capı́tulo 3. Resolucíon Proposicional

Ejemplo 3.19 Determinarsi â ã4ä#å/æ ç¥ã4äFè æ å�é4è�ä#ê ë@ì*ê í Parapoderaplicarresolucíon primero
debemospasartodaslasfórmulasa la formacláusular.ã4ä#å�î1çLã	é4åçLãCäFè	î!ã	éCèå�é4è�ä#ê�î1ç4ï å�éCè ðlé4ê�î*ï ç(åMñCç(è ðLé5ê�î*ï ç�å�é4ê ð�ñ5ï ç(è�é5ê ðLí

Verifiquemosahorasi òó ô çLã�é5åõ ö ÷ øù æ ã	éCèõ ö ÷ øú æ ç(åMé4êõ ö ÷ øû æ ç(èMé4êõ ö ÷ øü æ�ç(êõ ö ÷ øý
þ ÿ� ����� í

6. ��� 	lï 
 æ � ð�1å�éCè
7. ��� 	lï �/æ � ð��è�é5ê
8. ��� 	lï �/æ �/ð�1ê
9. ��� 	lï �/æ � ð� �

3.3. Algor ı́tmo de Davis-Putnam

Determinarsi unacláusulasededuceporresolucíon deunconjuntofinito decláusulaso si existeuna
refutacíon deunconjuntofinito decláusulaspuederesultarunatareadificil, especialmentesi el conjunto
tieneunagrancantidaddecláusulas.Existendiversosmecanismosquepermitensistematizarel proce-
so de resolucíon. Ahora veremosun procedimientoo algoŕıtmo debidoa Davis y Putnamquepermite
obtenerunadeduccíon por resolucíon.

Sea� unconjuntofinito decláusulasy seaâ ã ù æ ã ú æ í í í í æ ã��¥ë el conjuntodetodaslasvariablesproposi-
cionalesqueaparecenen las cláusulasde �(í El algoŕıtmo de Davis-Putnamconsisteen los siguientes
pasos:

Eliminar del conjunto � todaslas cláusulasendondeaparezcasimultaneamenteun literal � y su
literal complementario� � í
Elegir unavariableã�� dealgunadelascláusulasy elegir el subconjunto��� � decláusulasde � en
dondeaparezcala variableã�� í
Determinarel conjunto ��� � de todaslas cláusulasquesonresolventesde cláusulasde la forma "! â ã�� ë y

 $# ! â çLã�� ë .
Formarel conjuntodecláusulas�%� �&�*ï �('��%� � ð ! ��� � í
Elegir otravariableã�� ) ù de �%� � y continuarel procedimiento.

Comola cantidaddevariablesqueocurrenenunconjuntofinito decláusulas� esfinito, supongamos
quetal númerosea* , entoncesen *$+,
 pasosseeliminantodaslasvariables.

Ahoravamosadarunadescripcíon precisadel algoŕıtmo.
ALGORÍTMO DE DP :Sea� un conjuntofinito decláusulasy sea â ã ù æ ã ú æ í í í í æ ã��¥ë el conjuntode todas
lasvariablesproposicionalesqueocurrenenlascláusulasde �(í
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3.3.Algorı́tmo deDavis-Putnam Capı́tulo 3. Resolucíon Proposicional

1. Sea-&.�/0-21
2. Sea3�/"4
3. Loop hasta3�/65$7,4
4. Sea-289 /0- 9;:=< >@? dondeen > aparecenun literal A y sucomplementarioA B 1
5. C 9 / < >ED - 89&F G 9&DH> o I G 9&DH>@? 1
6. SeaJ 9 / < K F existen > .&L < G 9 ?M >N L < I G 9 ?OD C 9 y K /6PRQ S�T > .&L < G 9 ?�M >N L < I G 9 ? U ? 1
7. Sea- 9 V ./"T -&89 : C 9 U LWJ 9 1
8. Sea3�/63�7,4
9. Fin Loop

10. Sea-;X V .
El conjunto-;X V . delalgoŕıtmo de KZY sellamaconjuntofinal o conjuntosolucíon,y puedeser solo

algunodelos dossiguientestipos: -;X V ./ < [@?�M
o -;X V ./0\%1
Enel primercasotenemosunarefutacíon delconjunto- , esdecir, -(]�^ [ 1 Enel segundocaso-$_�^ [
puesya sabemosqueel conjuntovaćıo decláusulasessiempresatisfacible.

Ejemplo 3.20 Aplicar el algoŕıtmo deDavis-Putnamal siguienteconjuntodecláusulas.-`/ a G@b I2c M d b I&c M d b I2e M I G@b c M I d b I2f MI d b c b f M G@b e b I&f M I G@b d b c M d b c b e b f�g
1. -28. /h-21 Elegimosunavariable,por ejemploG . Determinamosel conjunto C�. y numeramossus

cláusulasparafacilitar los cálculosdel conjunto JO. 1C&./jik l G@b I2cm n o p. M I G@b cm n o pN M G@b e b I2fm n o pq M I G@b d b cm n o pr s tu 1T 4 M v U I2c b cOw0xT 4 M y U I2c b d b c@w0xT v%M z U c b e b I&fT z%M y U e b I2f b d b cJO./ < c b e b I2f M e b I&f b d b c ?
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3.3.Algorı́tmo deDavis-Putnam Capı́tulo 3. Resolucíon Proposicional

2. {�|R}"~ {2������ � �;�H��� }E�E��W�2��� ��W�2� � �2��H�&� � �2��Z���W� ���Z���W��Z� � ���W���H�&� � ���W�2�;�H��Z�,�{ �| }0{�| � Elegimosla variable � �� |�}j�� � ��W���� � � �� � ��W�2�� � � �| � ����W�2�� � � �� � ����Z���Z�� � � �� � ��Z���H���Z�� � � �� � ���H�&���W��Z�� � � �� � ��~ � �   � �����H�&�~ � � ¡ � �����W��W�~ ¢ �   � �2���W�2�~ ¢ � ¡ � �2���Z���Z��£0¤~  %� ¥ � �2�;�W���W���W��£0¤~  %� ¦ � �2�;�H���Z�~ ¡�� ¥ � ���W�;�H�~ ¡�� ¦ � ���W�;�H�&��£0¤� |�},§ �2��W�2� � �����Z���Z� � �&���H�&� � �&�;�H���W� � ���Z���W� ¨
3. { � }"~ {2�| ��� | �;�H� |R},§ ���H���H�&� � �2���H�&� � �2���W��W� � �2���W�2� � �2�;�W��Z� � ���W�;�H� ¨

Elegimosla variable � �� � }E© ���W��W�&�� � � �� � �2��Z���Z�� � � �| � �&���W�2�� � � �� � �2�;�H���Z�� � � �� � ���W�;�H�� � � ��«ª~ � �   � ��W�2�~ ¢ �   � �����W�;�W�2��£0¤~  %� ¡ � �2�;�H�~  %� ¥ � �2�;�W�;�H��£6¤�R� },§ ���H�&� � �&�;�H� ¨
4. { � }"~ { ������ � �;�H��� },§ �����H�&� � ���W�2� � �2�;�W� ¨{ � }0{&�� . Elegimosla variable �� � }0{ � }E© �����W�2�� � � �� � ��W�&�� � � �| � �&���W�� � � �� ª~ � � ¢ � �2�~ � �   � �2��R� },§ �&� ¨
5. { � }"~ { � ��� � �;� § ��� ¨ },§ �&� ¨

Elegimosla variable �� � }0{ � },§ �2� ¨ y ��� }0¬
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3.4.Correccíon y Completitud Capı́tulo 3. Resolucíon Proposicional

6. �®R¯"° �±²�³�± ´;µH¶R±R¯0·�¸
Comono hemosobtenidola cláusula¹ , entoncespodemosasegurarque $º�»�¹@¸

3.4. Corr eccíon y Completitud

Enel apartadoanteriorhemosestudiadocomodeducircláusulasapartir deunconjuntodecláusulas
utilizandoresolucíon. Ahoranosdedicaremosa estudiarla relacíon entrela nocíon derefutacíon deuna
cláusulay la nocíon detautoloǵıa. Veremosque ¼ esunatautoloǵıa, entoncesexisteunarefutacíon de
la cláusulaasociadaa ½&¼@¸ Rećıprocamente,si existe una refutacíon parala cláusulaasociadaa ½&¼ ,
entonces¼ esunatautoloǵıa. Si denotamoscon ¾ ¿�° ¼�´ la cláusulaasociadaa unafórmula ¼ , entonces
nuestropróximo objetivo esprobarque:À ¼«ÁÂ¾ ¿�° ½&¼�´2Ã�»�¹ (3.2)

y ¾ ¿�° ½&¼�´�Ã�»H¹«Á À ¼ (3.3)

El restodeestaseccíon vamosadedicarnosaprobarquelasaserciones(3.2)y (3.3)sonválidas.
En general,es posibleprobarresultadosmás generales.Dado un conjuntode fórmulas Ä0µ=Å ¼OÆ

probaremosque:

1. Correccíon:

Si ¾ ¿�° Ç2´2Ã�»H¾ ¿�° ¼�´ , entoncesÇ À ¼ .

2. Completitud:

Si Ç À ¼ , entonces¾ ¿�° ÇWµW½&¼�´�Ã�»H¹@¸
Parapoderprobarestosteoremasdebemosprimerodarunosresultadospreliminares.

Teorema3.21 Sean ÈRÉ y È�Ê dos cláusulas.EntoncesÈRÉ y ÈÊ son satisfaciblessi y sólo si ÈË¯Ì�Í Î ° È�É Ï ÈÊ ´ essatisfacible.

Demostracíon Á6´ Supongamosque ÈRÉ y ÈÊ sonsatisfacibles.Entoncesexisteunavaluacíon Ð tal
que ÐR° È�É ´�¯ÒÑ y ÐR° ÈÊ ´�¯ÒÑ ¸ Sea ¿ un literal tal que ¿WÓEÈRÉ y ¿ Ô`ÓhÈ�Ê ¸ Como Å ¿ Ï ¿ Ô Æ es un par
complemenetario,entoncesÐ�° ¿ ´�¯"Ñ o Ð�° ¿ Ô ´�¯"Ñ .

Supongamosque ÐR° ¿ ´¯"Ñ ¸ EntoncesÐR° ¿ Ô ´�¯0Õ%¸ Como ÐR° ÈÊ ´�¯"Ñ Ï entoncesdebeexistir otro literal¿ Ö�ÓHÈ�Ê distintode ¿ Ô tal que ÐR° ¿ Ö ´�¯"Ñ ¸ Porcontruccíon dela resolvente È×¯ Ì�Í Î ° È�É Ï ÈÊ ´ debeocurrir
que ¿ Ö ÓHÈ�¸ Luego Ð�° ÈO´�¯"Ñ ¸

El casoÐR° ¿ Ô ´�¯"Ñ seanalizasimilarmente.Ø ´ Supongamosque ÈÙ¯ Ì�Í Î ° È�É Ï ÈÊ ´ essatisfacible.Es decir, existe unavaluacíon Ð tal queÐR° ÈO´¯×Ñ ¸ Como ¿ Ï ¿ Ô@ÚÓ�È�Ï entoncesexisteun literal ¿ Ö Ó�È distintode ¿ y de ¿ Ô tal que ÐR° ¿ Ö ´¯×Ñ ¸ Este
literal debepertenecera ÈRÉ o a ÈÊ ¸ Supongamosque ¿ Ö Ó(ÈRÉ ¸ EntoncesÐR° È�É ´R¯EÑ . La valuacíon Ð no
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3.4.Correccíon y Completitud Capı́tulo 3. Resolucíon Proposicional

necesariamenteest́a definidaen Û y Û Ü (pues Û Ý Û ÜHÞß6à ). Extendemosá a unavaluacíon â del siguiente
modo: â=ã ä%åæjçè éëê si äZæ0Û ÜáRã ä%å si ä�ìæ0Û ÜHí
Entonces,â`ã àî å�æ ê y â`ã àRï å�æ,áRã àRï åæ ê í Por lo tanto, à�ï y àî sonsatisfaciblespor la valuacíonâ í El casoÛ ð ßHàî seanalizaenformasimilar. ñ
Teorema3.22(deCorreccíon) Seaò unconjuntodecláusulasy à unacláusula.Siò(ó�ô à , entoncesòHõ à í
Demostracíon Supongamosque ò(ó�ô à í La pruebaespor induccíonsobrela longituddela deduccíon
por resolucíon de

à
apartir de ò .

Si ö�æ ê Ý entoncesàRï æ à Ý y enconsecuenciaà×ß ò . Porlo tanto, ò�õ à íSupongamoscomo hipótesisinductiva, queel teoremaesverdaderoparatoda deduccíon de longitudäZ÷=ö íSea àRï Ý àî Ý í í í Ý à�ø�ù;ï Ý àø æ àunadeduccíon delongitud ö í Tenemoslos siguientescasos.

1. Si
à�ø æ àEß ò , entoncesòHõ à í

2. Si
àø æ à Þß ò2Ý entoncesexistencláusulas

à�ú Ý à�û Ý con ü Ý ý$÷=ö�Ý talesque
à æ6þ�ÿ ��ã à�ú Ý à�û å í Las

secuencias à�ï Ý àî Ý í í í Ý à�ú Ý�� àRï Ý à�î Ý í í í Ý à�û Ýsondeduccionesde
à�ú

y
à�û

a partir de ò , esdecir, ò`ó�ô àú y ò(ó�ô à2û í Como ü Ý ýZ÷=ö�Ý entonces
porHipótesisinductiva, òHõ à�ú y òHõ à�û íConsideremosunavaluacíon á tal que áRã ò2å�æ ê í Entonces,áRã à�ú åæ ê y áRã à�û å�æ ê í Porel Lema
anterior, áRã à å�æ ê Ý puesà æ6þRÿ ��ã àú Ý à2û å í Porlo tanto, òHõ à í ñ

Ejemplo 3.23 Consideremosel siguienteconjuntodecláusulasò`æ�� ���	��
�Ý ��
����� í ComoþRÿ ��ã ���	��
�Ý ��
��� å�æ������� Ý entoncesò=ó�ô à í Según el TeoremadeCorreccíon, todavaluacíon quesatisfagaal conjunto ò
tambíensatisfacea

à í Construimosenunatablatodaslasposiblesvaluacionessobreel conjunto ò í� 
 � ������
 ��
��� ���	���� � � ê ê ê� � ê ê ê ê� ê � ê ê� ê ê ê ê êê � � êê � ê ê êê ê � êê ê ê ê ê ê
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3.4.Correccíon y Completitud Capı́tulo 3. Resolucíon Proposicional

Observemosquetodafila queasignael 1 a todaslascláusulasde � tambíenasigna1 a la cláusula���
Corolario 3.24 Sea� esel conjuntodecláusulas.Si ������ , entonces� esinsatisfacible.

Corolario 3.25 Sea! unafórmula.Si " #�$ %&!�'����( 	) entonces! esunatautoloǵıa.

El anteriorCorolarionosdice quesi ! esunafórmulaqueest́a en la forma normalconjuntiva y" #�$ %�!�'����� , entonces%&! esinsatisfacible,o lo queeslo mismodecir, ! esunatautoloǵıa.

Ejemplo 3.26 Determinarpor resolucíon si la fórmula ! esunatautoloǵıa.

!+*+$ $ ,�-/. '&0�$ .1-32 ' '�-4$ ,�-32 '
Primeropasamosa la fnc la fórmula %&!	�

%&!5*6%�7 $ $ ,�-/. '&0�$ .1-32 ' '�-4$ ,�-/2 ' 89 %�7 $ $ %�,	:�. '&0�$ %�.:�2 ' '�-4$ %�,�:�2 ' 89 $ %�,	:�. '&0�$ %�.:�2 '&0�,�0�%&2 �
La formaclausularde %&! es

" #�$ %�!�'�* ;< = %�,�:�.> ? @ AB ) %�.:�2> ? @ AC )D,> ? @ A )E %&2> ? @ AF
G H
I �

Entoncesobtenemosla siguientededuccíon por resolucíon:

5. %�,	:�2 de1 y 2.

6. 2 de5 y 3.

7.  de6 y 4.

Porlo tanto,como " #�$ %&!�'����� , entonces! esunatautoloǵıa.

Paraprobarel TeoremadeCompletitudnecesitamosel siguienteLema.

Lema 3.27 Sea� un conjuntodecláusulasy # un literal. Sea

��$ # '*�J �LK�M�N&$ ��'O # ) # P�QK��	R�*�J �������LO # ) # P�QK��	R��
Si � esinsatisfacible, entonces��$ # ' esinsatisfacible.

Demostracíon. Recordemosque M N $ ��'�*3ST�UWV M T $ ��'�� Asumimosque � esinsatisfacibley que ��$ # '
essatisfacibleparaalgún literal # y por unavaluacíon X�� Como # ) # P QK���$ # '�) entoncesX no est́a definida
enlos literales # y # P � ConsideremoslasextensionesX B y X C de X definidaspor:

X B $ YW'* ;< = X1$ YW' si Y(Z*[# ) # P\
si Y�*[#
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y ] ^�_ `Wabdce f
]1_ `Wa

si

`(gb[h
i
h j

k
si

`�b[h jml
Como n esinsatisfacible,entonces

]�o&_
n
a�bqp

y

] ^�_
n
a1b+p l

Luego existencláusulasr
o
i r
^	s
n tales

que:
]�o&_
r
o a�b[p

y

] ^&_
r
^ ab[p l

Como

]�o�_ h ab k
, entonces

hts
r
o l

Si

h j ts
r
o

, entoncesr
ous
n
_ h a
i perocomo

]�o�_
n
_ h a a�bv]1_

n
_ h a a�b

k i entonces

]1_
r
o a�b k i lo queesunabsurdo.Porlo tanto,

h j s
r
o l

Razonandodeigual forma,podemos
afirmarque

h�s
r
^ l

Luego, r
bxw1y z�_

r
o
i r
^ a

y

h
i
h j(ts
r l Por lo tanto, r

s
n
_ h a
i y como n

_ h a
es

satisfaciblepor

]
,

]1_
r
aub k l

Comoenla pruebadel Lema3.21,existeun literal

`
distintode

h
y

h j
tal

que

]1_ `Wa1b k
y

`(s
r
o

o

`�s
r
^ l

Si

`(s
r
o
i entonces

]�o&_
r
o aub k i lo queesun absurdo.Si

`(s
r
^
i

entonces

] ^&_
r
^ ab k

lo quetambíenesunabsurdo.Porlo tanto, n
_ h a

esinsatisfacible. {
Observación. Recordemosqueen la formulacíon del algoŕıtmo de DP, definimoslos conjuntosn�| }

o
como n�| }

ob+_
n�~|��(� |

a����
| l Utilizandola notacíon del Lemaanterior, esfácil comprobarque

n�| }
ob
n ~|
_ h
|
a l

Estanotacíon seŕa utilizadaenel próximo resultado.

Teorema3.28 Sean un conjuntodecláusulas.

Si n esinsatisfacibleentoncesnD����� l
Demostracíon. Sean esinsatisfacible

l
Porel TeoremadeCompacidad,essuficientesuponerque n es

finito.
Sea � �

o
i l l l i ����� el conjuntodetodaslasvariablesqueocurrenenalgunacláusulade n . Como n es

finito, esteconjuntoesfinito.
Paraprobarque n������ , aplicaremosel algoŕıtmo deD-Py probaremos,por induccíon sobre� , que

paracada��� k el conjunto n�� esinsatisfacible.En consecuenciatendremosqueel conjuntofinal n�� }
o

esinsatisfacible.Como n�� }
o

no tienevariables,la únicaposibilidadesque n�� }
o�b
� ��� l Conestose

deduceque �
s�����_

n
a
i esdecir, n������ l

El caso�
b[p

, tenemosque n
oub
n , y porhipótesisn esinsatisfacible.

Si suponemosque n�|
b
n ~| �
o _ h
| �
o a

esinsatisfacibleparatodo ���q� . Entoncespor el Lema3.27,n�� }
ob
n��
_ h
�
a

esinsatisfacible.Porlo tanto, n�� }
o

esinsatisfacibley conestoconclúımosque n����(� l{
Conel anteriorteoremahemosjustificadoel procedimientoquepermiteaveriguarcuandounafórmu-

la esunatautoloǵıa. Calculamosla forma clausularde la negacíon de la fórmulay determinamospor
resolucíon si existeunarefutacíon delconjuntodecláusulas.
El razonamientoanteriorseextiendeaconjuntosdefórmulasarbitrariosdela siguientemanera.

Sea� unconjuntodefórmulas.La formaclausularde � esel conjuntodecláusulas�
h�_
�
a�b
� �
hW_ ��au��3s

��� l Podemosdenotarqueun conjuntode fórmulas � es insatisfacible por ���L� l Recordemos
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3.4.Correccíon y Completitud Capı́tulo 3. Resolucíon Proposicional

que toda fórmula � esequivalentea su forma clausular � ��� ����� Por lo tanto, � es insatisfacible si y
sólo si � ��� ��� es insatisfacible.De igual manera,un conjunto � es insatisfacible si y sólo si � ��� �&� es
insatisfacible.

Resumiendo,si ����� ��� esunconjuntodefórmulas,entoncesvalenlassiguientesequivalencias:

�� ��6¡¢���(� £���� �¤¡¥� ��� ����� £&��� �� �¤¡¥� ��� ����� £&��� ��¦�§�¤��
Ejemplo 3.29 Determinarsi la deduccíon � ¨�©4� ª1©/« ��¬ ¨�©/ª�¬ ¨��u �« esválida.

Porla observacíon anterior, tenemoslassiguientesequivalencias:

� ¨�©4� ª1©3« ��¬ ¨�©/ª�¬ ¨�� («¡®� ¨�©4� ª�©3« ��¬ ¨�©/ª�¬ ¨&¬ £�«�� (¤¡¥� �W� � ¨�©4� ª�©3« ��¬ ¨�©/ª�¬ ¨&¬ £&«�� �� (¤¡¥� �W� � ¨�©4� ª�©3« ��¬ ¨�©/ª�¬ ¨&¬ £&«�� ��¦�§�¤¡®� £�¨	¯�£�ª¯�« ¬ £�¨	¯�ª�¬ ¨&¬ £�«��1¦�§�¤��
Quedacomoejercicioparael lectorcomprobarla última refutacíon.
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Caṕıtulo 4

Cálculo dePredicados

4.1. Intr oduccíon

La lógicaproposicionalesdeficienteparainterpretarlosrazonamientosmateḿaticos.Existenmuchas
proposicionesquenopuedenserexpresadassolamenteconla herramientasquenospoporcionala Lógi-
ca Proposicional.Estosedebea quecuandoestudiamosla validezde un argumentono analizamosla
estructurainternadelasvariablesproposicionales.Porejemplo,consideremosla siguientededuccíon:

Todonúmeroracionalesun númeroreal
7 esunnúmeroracional

entonces,7 esun númeroreal.

Esterazonamientoesclaramenteválido,pero no esposiblejustificarloconlastécnicasvistashasta
ahora.En Lógica Proposicionalanalizamossolamente la estructurade las fórmulaso sentenciasen
términosdelassentenciasquelascomponen..En la anteriordeduccíon necesitamosunańalisismásfino
deloscomponentesqueintervienen.

4.2. Lenguajesde Primer Orden

Enalgunasramasde la mateḿaticasetrabajaconestructurasqueconstandeunconjuntodeelemen-
tos,operacionesdefinidasenel conjuntoy/o relacionesdefinidasenel conjunto.Porejemplo,un grupo
esun conjuntodotadodeunaoperacíon binaria,denotadapor ° , juntoconunconjuntodeaxiomas.Los
anillossonconjuntosdotadosdedosoperacionesbinarias,denotadaspor ± y °W² quecumplendetermina-
dosaxiomas.Un grafoesun conjuntojunto conunarelacíon binaria(nounafunción) verificandodeter-
minadascondiciones.En todasestasestructurasmateḿaticaslasproposicioneso sentenciasno pueden
serexpresadaśunicamenteconel lenguajeproposicional.Los lenguajesdeprimerordencorrigenestas
falencias.En los lenguajesdeprimerorden,adeḿasdelos śımbolosdel lenguajeproposicional,tambíen
tenemosśımbolosparadenotarexpresionescomopara todox y existeun x, śımbolosparadenotarrela-
ciones,śımbolosparadenotarfunciones,śımbolosparadenotarelementosdistinguidosdel conjuntoo
constantesy algunosśımbolosauxiliares.Porejemplo,enmateḿaticasestamosacostumbradosatrabajar
conexpresionescomo
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4.2.LenguajesdePrimerOrden Capı́tulo 4. Cálculo de Predicados

Todoslos númerosnaturalessonreales
Existenalgunosnúmeroenterosdivisiblespor2

Existennúmerosnaturalesmenoresque10

Todasestasexpresionespuedenserformalizadasenun lenguajemásamplioqueel lenguajeproposi-
cional.Parapoderescribirsimbolicamenteexpresionestalescomoexisten..... o para todo...., necesita-
moslos śımbolosespeciales³ (cuantificadorexistencial)y ´ (cuantificadoruniversal).Por ejemplola
expresíon

Todoslos númerosnaturalessonreales

sepodŕıa escribir ´�µ�¶ si µ esnatural,entoncesµ esreal.

De igual manera,estamosacostumbradosa tratar con relacionesentre objetos.Por ejemplo, la
propiedad

si µ&· ¸ sonenterospositivostal que µ(¹D¸ , entoncesexisteun enteropositivo º tal que ¸�»vµ	¼½ºW·
puedeserescritaentérminoslógicoscomo

´�µW´�¸�¾ µ(¿�À�Á�Â�¸�¿�À�Á�Â�µ�¹½¸�Ã/³�º	¿�À�Á�Ä ¸�»vµ	¼½º Å Æ1Ç
En esteejemplonecesitamosutilizar el śımbolode relacíon menoro igual ¹ y un śımbolode función
binario ¼ .

Comoenel casoproposicional,vamosa definir lo queesun lenguajedeprimerordenespecificando
susśımbolosy quesucesionesfinitasdeestosśımbolosseŕanlasfórmulas.

Definición 4.1 Un lenjuagedeprimerordenÈ constadelossiguientesconjuntos

1. ŚımbolosLógicos

Un conjuntonumerablede variables,denotadopor É	Ê Ë Ç Las variableslas simbolizaremos
por µ�Ì · µ�Í · Ç Ç o µ&· ¸�· ºW· etc.

ConectivosproposicionalesÎu· Â�· Ã y ÏuÇ
Cuantificadores ´ y ³�Ç
Śımbolosauxiliares( y ).

2. Un conjuntode śımbolos Ð llamadośımbolosde constantes.Usualmentelos śımbolosde con-
stantesseŕandenotadospor Ê�· Ñ · Ò · etc.Puedeser Ð(»[Ó�Ç

3. Un conjuntode śımbolos Ô llamadośımbolosde funcionesÕ -arias. Los śımbolosde función
seŕandenotadospor Ö�· g, h, etc. Puedeserque Ôx»�Ó�ÇCadaśımbolodefunción tieneasociadoun
númeronatural Õ[×ÙØ llamadola aridadde śımbolo.Si la aridadde un śımbolo Ö es Õ diremos
que Ö esun Õ -ario.
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4.2.LenguajesdePrimerOrden Capı́tulo 4. Cálculo de Predicados

4. Un conjuntode śımbolos Ú llamadośımbolosde predicadosÛ -arios o relacionesÛ -arias. Los
predicadosseŕan denotadospor ÜÝ Þ , etc. Puedeque Úàß/á�â Cadaśımbolo de relacíon tiene
asociadoun númeronatural ÛDãqä llamadola aridaddeśımbolo.Si la aridaddeun śımbolo Þ esÛ diremosque Þ esun Û -ario.

Los śımboloslógicosy los śımbolosauxiliaressoncomunesa cualquierlenguajedeprimerorden.
Los śımboloscorrespondientesa losapartados2.,3. y 4. sonlos śımbolospropiosdel lenguaje.Esdecir,
los lenguajede primer ordenquedancaracterizadospor susśımbolospropios.Debidoa esto,cuando
hagamosreferenciaaun lenguajedeprimerordenå escribiremosåvßqæ Ú�Ý ç�Ý è&é�â

Es claroqueexistenmuchoslenguajesdeprimerorden.Cadaunodependede los śımbolosquese
incluyan.

Veamosalgunosejemplosdelenguajesdeprimerorden.

Ejemplo 4.2 Consideremosel lenguajeåvßqæ Ú(Ý ç�Ý è�é�Ý dondeÚêßìë Þ	Ý Ü�í , dondeÞ esun śımboloderelacíon binarioy Ü unario.çêß6áèîßìë ïWí
Todav́ıa no hemosdefinidolo quesonfórmulasenun lenguajedeprimer orden,pero podemosutilizar
nuestrosconocimientosdelógicaelementalpara dar unpar deejemplosde enunciadosenestelenguaje:ð�ñ�òWó1ô Þ ô ñ Ý óWõ�ö Ü ô ï õ�÷ Ü ô ñ�õ õ Ý

ð�ñ	ô Ü ô ñ�õ�ö Þ ô ñ Ý óWõ õ�ø�ù Þ ô ñ Ý ï õ â
Ejemplo 4.3 Seaå unlenguajedeprimerordenquetieneunśımbolodepredicadobinario Þ , unśımbo-
lo de función binaria ú y un śımbolo de constanteû â Comoejemplosde enunciadosen estelenguaje
tenemosa òWó1ô Þ ô ñ Ý ú ô ñ Ý óWõ õ�ö Þ ô ñ Ý û õ õ

ð�ñWð�óWòWü Þ ô ú ô ñ Ý óWõ Ý ü õ â
Muchas estructurasmateḿaticasconocidastienenasociadosun lenguajedeprimerorden.

Ejemplo 4.4 El lenguajeformaldela teoŕıa denúmeros, simbolizadopor å�ý , puedeserdefinidocomo
sigue:

1. Śımbolosdeconstantes:þ y ä Ý
2. Dosśımbolosdefunción binarios:ÿ y �
3. Dosśımbolosderelacíon binarios: � y

� â
Cadaunodeestosśımbolosintentarepresentarla ideausualquetienenenel usomateḿatico: þ yä sonconstantes,ÿ y � sonlos śımbolosparalasoperacionesdeadiccíon o sumay producto,y
los śımbolos � y

�
sonusadosparadenotarlasrelacionesmenoro igualy divide,respectivamente.
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4.2.LenguajesdePrimerOrden Capı́tulo 4. Cálculo de Predicados

Ejemplo 4.5 Otralenguajeparala teoŕıa denúmeros,esel siguiente

1. Śımbolsdeconstante:�
2. Un śımbolodefunción unario: �
3. Dosśımbolosdefuncionbinarios:� y �

En estecaso � representaal cero, � la función sucesor, esdecir, ��� 	�
��	���� , y � la función��� 	�� ��
���	�� .

De igual maneraquehicimosen lógicaproposicional,debemosdefinir el conceptode fórmula.En
general,unafórmulaenun lenguajedeprimerorden � esunasucesíon finita deśımbolosdel lenguaje.
Obviamente,no todasucesíon seŕa unafórmula.Paraprecisarexactamentequé sucesionesdeśımbolos
seŕanconsideradoscomofórmulasdebemosdarreglasdeformacíon paralasmismas.Primerodefinire-
mos los términosdel lenguaje,despueslas fórmulasatómicasy por último las fórmulasdel lenguaje���

En lassiguientesdefinicionessuponemosquehemosfijado un lenguajedeprimerorden� .

Definición 4.6 El conjuntodetodoslos términosde � , en śımbolos ��� ��� ��
 , esel menorsubconjunto
desucesionesfinitasdeelementosde � queverificanlassiguientescondiciones:

1.  "! ��#�$&%&��� ��� ��
 , esdecir, todavariabley todaconstanteesun término.

2. Si ' ( � ' ) � � � � � ' * sontérminosy + esun śımbolodefunción dearidad	�� entonces+� ' ( � ' ) � � � � � ' *,
�-��� ��� ��
��
Ejemplo 4.7 Consideremosun lenguaje� conun śımbolorelacionalbinario . , un śımbolodefunción
unario +/� y unaconstante0 . Lossiguientessonejemplosdetérminosenel lenguaje� :

0 ��+� 1�
���+2� +� 1�
 
���+� 0 
3�4+� +� 0 
 
��
Definición 4.8 El conjuntodetodaslas fórmulasatómicasde � , enśımbolos 5�'�� ��
 , esel menorsub-
conjuntodesucesionesfinitasdeelementosde � queverificanlassiguientescondiciones:

1. ��� ��� ��
�%65�'�� ��
 , esdecir, todotérminoesunafórmulaatómica.

2. Si ' ( � ' ) � � � � � ' * sontérminosy . esunśımboloderelacíondearidad	4� entonces.6� ' ( � ' ) � � � � � ' *,
�-5�'�� ��
��
Ejemplo 4.9 En el mismo lenguajedel ejemploanterior, las siguientesexpresionesson ejemplosde
fórmulasatómicas:

0 ��+2� 1�
���+� +� 1�
 
3��+2� 0 
3��+2� +� 0 
 

.&� 1�� 7,
 , .&� +� 1�
3� 7,
 , .&� 0 � +"� +� 0 
 
 
��

Definición 4.10 El conjuntodetodaslas fórmulasde � , enśımbolos 82�9� ��
 , esel menorsubconjunto
desucesionesfinitasdeelementosde � queverificalassiguientescondiciones:
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4.2.LenguajesdePrimerOrden Capı́tulo 4. Cálculo de Predicados

1. :�;�< =�>�?�@�A�< =�>
2. Si :"B C�D�@2A9< =�> , entonces:6E�C , :�FGC , :IHJC , K�:9D�@�A�< =�> .
3. Si :�D�@2A9< =�> , entoncesL�M/: , N,M/:�D�@2A9< =�> , siendoM cualquiervariable.

Veamosahoraalgunosejemplosdelenguajesdeprimerordeny defórmulasendichoslenguajes.

Ejemplo 4.11 Consideremosel lenguaje=6O9P QRB SGB T3U donde

TVOXW Y,ZQ[OXW \Z , donde\ esun śımbolodepredicadobinario,yS[O^]
En estecasoel conjuntodetodoslos términoses _�` a�< =�>4Ocb"Y a�d�T .

Comoejemplosdefórmulasatómicastenemos

:�;�< =�>4Ocb"Y a�d�Ted�W \&< f B f >3B \&< M�B f >3B \6< M�B g,>3B h h h h h h h h Z
Ejemplosdefórmulasson

L/M,L�g�< \6< M�B g,>4HJ\&< g�B M�> >
L/M"< \6< f B M�>4HJK�\&< M�B f > >�h

Ejemplo 4.12 Consideremosahoraun lenguajecon dosconstantesY/B i , dos śımbolosde predicados
binarios \ y j , un śımbolodefunción k unarioy un śımbolodefunción l binario. Entonces

_�` a�< =�>4Ocb"Y a�d�W Y/B i B k< Ym>3B k< i >�B l2< Y/B i >3B l2< k2< Ym>�B i >�B h h h h h h h Z
:�;�< =�>�O�_�` a�< =�>3d�W \&< Y/B i >3B j6< Y/B Ym>�B \6< k2< Ym>�B l2< Y/B i > >�B h h h h h h h Z

Ejemplosdefórmulasenestelenguajeseŕıan

L/M,L�g�< < \&< M�B g,>�FGk< M�> >4HJj6< l�< M�B g,>�B Ym>�FGNmg2< j6< g�B k< Y/B M�> > > >�h
K�N,M< j6< M�B Ym>�F�L/M"< \6< i B M�> > >3h

4.2.1. Subfórmulas

El conceptodesubf́ormulaenunlenguajedeprimerorden= sedefinedemanerasimilaral concepto
desubf́ormuladefinidoenel cálculoproposicional.

Definición 4.13 Sea = un lenguajey :JD�@2A9< =�> . El conjuntode las subf́ormulasde : sedefine
recursivamentepor:

n k< :2>�OIW :Z , si : esunafórmulaatómica,

n k< K�:2>4O n k< :2>3d�W K�:Z�B
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4.2.LenguajesdePrimerOrden Capı́tulo 4. Cálculo de Predicados

o�pq r�s�t"u�vco4pq r2u3wGo�pq t"u3w�x r�s�t�y
, donde

s
escualquieradelos conectivosbinarios z ,{

o |�}
o�pq ~��/r2u4vco4pq r2u3w�x ~/�/ry }
o�pq �,�/r2u4vco4pq r2u3w�x �m�/ry }

Para determinarel conjuntode subf́ormulasde una fórmula
r

podemosdeterminarsu árbol ge-
neaĺogico.Porejemplo,el árbolgeneaĺogicodela fórmula

~/���,�2� �6q ��� �,u z q �6q ��� �,u {G� q �,u u � es

������
� � � � � ������ � �

�
�
�

�
� �

�

~/���,�2� �6q ��� �,u z q �6q ��� �,u {�� q �,u u �

�m�2� �6q ��� �,u z q �&q ��� �,u {G� q �,u u �
�6q ��� �,u z q �&q ��� �,u {G� q �,u u

�6q ��� �,u �&q ��� �,u {G� q �,u

�&q ��� �,u � q �,u

Alcancedeun cuantificador

El alcanceo radiodeun cuantificador
~/�

o
�m�

esla fórmulaafectadapor el cuantificador. Esdecir,
si
~��/r

(o
�,�/r

) esunafórmula,entonces
r

esel alcancedel cuantificador
~

(o
�
).

Porejemplo,enla fórmula

q ~��q r&q ��u | �6q ��� �,u u��J�/� �&q � u u { �&q �/� ��u
el alcancedelcuantificador

~/�
esla fórmula

r&q ��u | �6q ��� �,u , y el alcancedelcuantificador
�,�

es
�6q � u }

Variables libr esy ligadas

Una ocurrenciade una variable
�

en una fórmula
r

se dice ligada o acotadasi est́a dentrodel
alcancedeun cuantificador. En casocontrario,sedice libre. Unadefinicíon formal deesteconceptoes
la siguiente.

Definición 4.14 Sea
�

unavariableDiremos
�

ocurre libre enunafórmula
r

de � si:

1. Si
r

esatómica,entonces
�

ocurrelibre en
r

si y sólo si
�

esunavariablede
r

.
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2. Si � is � �4�"� , entonces� ocurrelibre en � si y sólo si � ocurrelibre en � .

3. Si � is � �9�J�� , entonces� ocurrelibre en � si y sólo si � ocurrelibre en � o en �2�
4. Si � is �/��� , entonces� ocurrelibre en � si y sólo si � esdiferentede � y � ocurrelibre en �e�
5. Si � is �m��� , entonces� ocurrelibre en � si y sólo si � esdiferentede � y � ocurrelibre en �e�

Las partes4. y 5. de la definicíon anteriordicequeunaocurrenciade unavariable � esacotadasi
est́a dentrodel alcancedeunacuantificador�/� o deun cuantificador�,� .
Ejemplo 4.15 En la fórmula �/�/�6� �����G��� �,  �,�
la variable � esacotaday lasvariables� y � sonlibres.

Definición 4.16 Unafórmula � escerradao esunasentenciacuandono tienevariableslibres.

Porejemplo,la fórmula �����m��� � ¡6� ��  �,���G��¢&� ��� ���J¡6� �,� �
esunasentencia.La fórmula � ¢6� £/  ¤ ���G¥� £m� ���¦¥� ¤ �
donde£ y ¤ sonconstantesestambíenunasentencia.La fórmula

�,���m��� �&� ��  �,���G¡6� £/  � � �
no esunasentenciapuesla variable � eslibre.

Lassentenciassonlasfórmulasenun lenguajedadoquedespuesdeinterpretarlastienesentidopre-
guntarsesi sonverdaderaso falsas.

Observación. Unamismafórmulapuedetenervariablesconaparicioneslibresy ligadas.Por ejemplo
enla fórmula � �/���,��� ¢6� ��  �,�4�J¡6� �,� � �3§G��¨�� ��  ¥� ��� �
la variable � tieneunaaparacíon ligaday doslibres.

Dadaunafórmula � escribiremos�&� �3©   ��ª   � � � �   �/«,� paraindicarquelasvariableslibresde � , si ex-
isten,est́anenel conjunto ¬ �3©   ��ª   � � �   �/«/ . Tambíensimbolizaremos®"¯m� �2� al conjuntodelasvariables
libres,si existen,dela fórmula �"�
Definición 4.17 La clausura universal deunafórmula �6� �3©   � � �   �/«,� esla sentencia

���3© ����ª � � � �/�/«m�&� �3©   ��ª   � � �   �/«,�3�
La clausura existencialde �6� �3©   � � �   �/«,� esla sentencia

�,�3© �,��ª � � � �m�/«m�&� �3©   ��ª   � � �   �/«,�3�
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Sustituciones.Si ° esunafórmula, ± unavariablede ° y ² un término,la sustitucíon de ± por ² en °"³
en śımbolos °&´ ±�µ ² ¶ , esla fórmulaqueseobtieneal reemplazaren ° cadaaparicíon libre de ± por el
término ² ·

Porejemplo,si ¸ esunaconstante,entonces

¹ ±�º&´ ±�³ »,¶3´ »,µ ¸ ¶ es
¹ ±�º&´ ±�³ ¸ ¶3·

¼ ¹ ±�½6´ ±�¶�¾J¿6´ ±�¶ À ´ ±�µ ¸ ¶ es ´ ¹ ±�½&´ ±�¶ ¶�¾J¿�´ ¸ ¶e·
En la última fórmulasolosustituimosen ¿6´ ±�¶ , puesla otraaparicíon de ± esligada.

Si °&´ ±3Á ³ · · · ³ ±/Â,¶ esunafórmula ² Á ³ · · · ³ ² Â sontérminosdistintos,entoncesla sustitucíon simult́anea
delasvariables±3Á ³ · · · ³ ±/Â por lo términos² Á ³ · · · ³ ² Â�³ enśımbolos

°&´ ±3Á µ ² Á ³ · · · ³ ±/Â,µ ² Â,¶�³
esla fórmulaqueseobtieneal reemplazarcadaaparicíon libre de ±/Ã por ² Ã · Podemosdarunadefinicíon
másformaldela nocíon desustitucíon pormediodela siguisntedefinicíon.

Definición 4.18 Sean² y Ä términosy ± unavariable.La sustitucíon dela variable ± por el término Ä
en ² esel término ²�´ ±�µ Ä/¶ (tambíendenotado² Å Æ Ç È,¶ definidorecursivamentecomosigue:

1. Si ²4É�± , entonces²�´ ±�µ Ä/¶�ÉcÄ3·
2. Si ²4É�» con » unavariabledistintade ± , entonces²�´ ±�µ Ä/¶�É�»�·
3. Si ²4Éc¸ ³ dondȩ esunaconstante, entonces²�´ ±�µ Ä/¶�Éc¸ ·
4. Si ²ÉËÊ´ ² Á ³ · · · ³ ² Â/¶�³ donde Ê esun śımbolode funcíon Ì -ario y ² Á Í · · · ³ ² Â sontérminos,entonces²�´ ±�µ Ä/¶4ÉIÊ´ ² Á µ Ä3³ · · · ³ ² Â/µ Ä/¶3·

Parael casode fórmulasla definicíon de sustitucíon de unavarieable± por un término Ä en una
fórmula ° esla siguiente.

Definición 4.19 Sea° unafórmula, Ä un términoy ± unavariable.La sustitucíon dela variable ± por
el término Ä en ° esla fórmula °&´ ±�µ Ä/¶ (tambíendenotado° Å Æ Ç È ¶ definidarecursivamentecomosigue:

1. Si °�Écº6´ ² Á ³ · · · ³ ² Â/¶ , dondeº eunśımbolodepredicadoÌ -ario, , entonces°&´ ±�µ Ä/¶�Écº6´ ² Á µ Ä3³ · · · ³ ² Â,µ Ä/¶3·
2. Si °�ÉcÎ�Ï , entonces°6´ ±�µ Ä/¶�É�´ Î�Ï"¶�´ ±�µ Ä/¶�ÉcÎ�Ï�´ ±�µ Ä/¶�·
3. Si °�ÉcÏIÐ4Ñ2³ dondeÐ es Ò�³ Ó o ¾ , entonces°6´ ±�µ Ä/¶�É�´ ÏcÐ�Ñ¶�´ ±�µ Ä/¶�ÉcÏ�´ ±�µ Ä/¶�Ð�Ñ6´ ±�µ Ä/¶3·
4. Si °�ÉcÔm±�Ï , entonces°&´ ±�µ Ä/¶4ÉcÔ,±�Ïe·
5. Si °�ÉcÔm»,Ï , entonces°&´ ±�µ Ä/¶4ÉcÔ,»,Ï�´ ±�µ Ä/¶ , siendo± unavariablelibre en Ïe·
6. Si °�É ¹ ±�Ï , entonces°&´ ±�µ Ä/¶4É ¹ ±�Ïe·
7. Si °�É ¹ »,Ï , entonces°&´ ±�µ Ä/¶4É ¹ »,Ï�´ ±�µ Ä/¶ , siendo± unavariablelibre en Ïe·
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Notemosqueen el punto4. y 6. en la anteriordefinicíon la fórmula Õ quedainvariantepueslas
sustitucionessehacensobrevariableslibresy nosobrevariablesafectadasporuncuantificador.

Definición 4.20 Un término Ö sedice libre para unavariable × enunafórmula Õ si ningunaocurrencia
libre de × en Õ est́a dentrodel alcancedeuncuantificadorØ/Ù o Ú,Ù , dondeÙ esunavariablede Ö .

Si Ö eslibre para× en Õ , entoncesel término Ö sepuedesustituirentodaslasinstanciasdela variable× sin quealgunavariableÙ de Ö quededentrodel alcancedeun cuantificador.

Ejemplo 4.21 Consideremosla fórmula

ÕIÛ6Ø�×Ü Ý�Ü ×�Þ�ßJà6Ü Ù,Þ Þ�á
El término Ö2Û�âÜ ×�Þ�ã donde â esun śımbolode función unario,no eslibre para Ù en Õ"ã puescuando
sustituimosÙ por âÜ ×�Þ en Õ"ã obteniendola fórmula Ø/×"Ü ÝcÜ ×�Þ4ßJà6Ü â2Ü ×�Þ Þ Þ3ã la variable × quedabajo
el alcancede Ø/× en Õ"á El término Ö4ÛIâÜ ä Þ eslibre paraÙ en Õ"á

Veamosotroejemplo.Seala fórmula

Ø�×/Õ&Ü ×�ã Ù,Þ�ßåØ3ä Ý�Ü ä,ã ×�Þ�á
El término Ö"ÛæâÜ ×�ã ç�Þ no eslibre para Ù , puesal sustituiren la fórmulaincial nosquedala fórmulaØ/×/Õ6Ü ×�ã âÜ ×�ã ç�Þ Þ�ßèØ�ä ÝcÜ ä,ã ×�Þ3á El término é�ÛËâÜ Ù�ã ä Þ eslibre para Ù en Õ"ã y el término Ù eslibre
para× .

Lasdefinicionesanterioressegeneralizanal casodesustitucionesdevariables×3ê ã á á á ã ×/ë portérminosÖ ê ã á á á ã Ö ë�ã endondesesuponeque ×/ì�íÛI×,î y ×/ì no esunavariablede Ö ì . Unasustitucíon deestetipo se
puededenotarcomounasucesíon finita dela forma

ï Û�Ü ×3ê ð Ö ê ã á á á ã ×/ë,ð Ö ë,Þ�á
Ejemplo 4.22 Consideremosla fórmula

ÕIÛ6Ø�×�Ú,ä�ñ Ü ò6Ü ×�ã Ù,Þ�ó�ô&Ü ç2Þ3óGõ6Ü ä Þ Þ�ßèÜ ò6Ü ×�ã Ù,Þ3óGö4ô&Ü ä Þ Þ ÷
y la sustitucíon ï Û�Ü ×�ð ø ã Ù,ð â"Ü ù/ã ú Þ�ã ä ð Ù�ã ç�ðmâ"Ü ù/ã ùmÞ Þ�ã
dondeâ esun śımbolodefunción binarioy ù , ú y ø sonconstantes.Entoncesla sustitucíon ï aplicadaa
la fórmula Õ"ã enśımbolos ï Ü Õ2Þ�ã es

ï Ü Õ2Þ4Û6Ø�×�Ú,ä�ñ Ü ò6Ü ×�ã âÜ ù/ã ú Þ Þ3ó�ô&Ü â2Ü ù/ã ùmÞ Þ3óGõ�Ü ä Þ Þ�ßûÜ ò6Ü ×�ã âÜ ù/ã ú Þ Þ3óGö4ô&Ü ä Þ Þ ÷ á
Notemosquelasvariables× e ä quedaninalteradaspuessonligadasen Õ .
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4.3. Seḿantica dePrimer Orden

Dadoun lenguajedeprimerordenü�ý9þ ÿ�� � � ����� unafórmula � endicholenguajeesunasucesíon
finita de śımbolosque no tiene una interpretacíon fija. Para interpretarlas fórmulasde primer orden
vamosadefinir losmodeloso interpretacionesdel lenguaje.Enel casoproposicionallasinterpretaciones
o modeloseranlas valuacionessobreel conjunto � �	� 
 � . En el casode primer ordenlos modelosson
estructurasmáscomplicadas,puesno solodebemosdefinir cómointerpretamoslos śımbolos �� ��� � y� � sino tambíen debemosdefinir cómo interpretarlos śımbolosrelacionales,funcionales,constantesy
los cuantificadores� y ���

Las fórmulasde un lenguajede primer ordense interpretansobreconjuntos,o tambíen llamados
dominios.Paraentendermejorcómosedebedefinirunainterpretacíon vamosadarprimeroun ejemplo
deunafórmulaenun lenguajedeprimerordencony posiblesinterpretaciones.

Ejemplo 4.23 Consideremosun lenguajedeprimerorden ü conunasolaconstante� y un śımbolode
predicadobinario ��� Consideremoslassiguientesfórmulasenestelenguaje

��ý����	������� ��� �����
 ý����	������� �!� �	�

La fórmula � nosdicequeparacualquier� existeun � tal que � est́a relacionadocon �!� Consideremos
ahorael conjuntodelos naturales"$#%� ��� y sea & la relacíon deordenestrictoentrenúmerosnaturales.
La relacíon & interpretala relacíon � y el cero � interpretala constante� . La fórmula � esválidasobrela
terna þ "'� &(� � � � � , puesparatodoelemento�')*" existeunelemento��)*" tal que ��&�� . Porejemplo,
el elemento��ý$�,+-
 cumplela condicíon deque ��&���� En estecasopodemosescribir

þ "'� &*� � � � �!.'�/�	�	����� ��� �����
La fórmula

 
noesválidasobrela estructuraþ "'� &*� � � � � , puesexisteunelemento� tal queparatodo �0 � . El elemento�eý-� no tieneantecesor. En estecasopodemosescribir

þ "'� &*� � � � �/12�/�	�	����� �!� �	���
Si cambiamosdedominio,porejemplotomamosla estructuraþ 3�� &*� � � � � , entoncesenestecasotenemos
que þ 3�� &*� � � � ��.4�/�	�	����� ��� ���
y þ 3�� &5��.4�/�	�	���2� �!� �	���

De acuerdoa esteejemplo,un lenguajedeprimerordenpuedetenermuchosmodeloso interpreta-
ciones.Algunasfórmulaspuedenserverdaderasen algunosmodelosy falsasen otro. Vamosahoraa
decirexactamentequeesunmodeloo interpretacíon deun lenguaje.
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Definición 4.24 Sea687:9 ;4< ='< >!? un lenguajedeprimerorden.Una interpretacíon o un modelo @
enel lenguaje6 esunaestructura @A72B	C4< ;'D5< =,D5< >!D�E
donde

1. C esel dominioo universo dela interpretacíon. Esun conjuntono vaćıo dondelasvariablesdel
lenguajetomanvalores.

2. ; D esun conjuntoderelacionesF -ariasdefinidassobreC tal queparacadaśımboloderelacíonF -ario GIH'; de 6 existeunarelacíon G D$J C,K queesasignadaa G�L
3. = D esun conjuntodefuncionesF -ariasdefinidassobreC tal queparacadaśımbolode funciónF -ario M4H'= de 6 existeunafunción M D$N C,K�OPC queesasignadaa M/L
4. > D esun conjuntodeelementosdistinguidosde C tal queparacadaśımbolodeconstanteQ�H4>

de 6 existeunelementoQ D H4C tal queesasignadoa Q L
Dadaunainterpretacíon o modelo @ esusualescribirel dominio C como R @PR . Tambíenpodemos

dar la definicíon de modelocomounaestructura@S7TB	C4< ; D < = D < > D E junto con unafunción U N6�OVC tal quecumplalascondiciones:

1. U N ;WOX; D : U5Y G(Z�7-G D L
2. U N =TOX= D : U5Y M�Z�7-M D
3. U N >4O[> D : U5Y Q Z�7-Q D

Enotraspaĺabras,la función U asignaacadaśımboloderelacíon G8H'; unarelacíon G D sobreC , a
cadaśımbolodefunción M4H'= unafunción M D definidasobreC , y a cadaśımbolodeconstanteQ(H'> ,
un elementodistinguido Q D H4C .

Ejemplo 4.25 Sea 6 un lenguajecon un śımbolo relacionalunario G�L En cualquiermodelo @\7B	C4< ]�G D�^ E deestelenguajela interpretacíon del śımbolorelacionalG correspondea subconjuntosdel
dominio C , esdecir G D$J C4L
Ejemplo 4.26 Sea 6 un lenguajecon un śımbolo relacionalbinario G y una constanteQ L Cualquier
modelo @ deestelenguajedebertenerdefinidoenel dominiounarelacíon binaria G D y un elemento
distinguidoQ D tal que: U5Y G(Z_7-G D y U5Y Q Z�7-Q D L Porejemplo,enel conjuntoCW7a` b/< c < Q < d�e definimos
la relacíon binaria f 7a`�Y b/< b�Z�< Y b/< c Z�< Y b/< Q Z�< Y b/< d Z�< Y c < Q Z e
y supongamosque b esel elementodistinguido.Entonces

U5Y G(Z�7-G(D�7 f y U5Y Q Z_7-Q D$7-b/L
En estemodelopodemosinterpretarfórmulasenel lenguaje6 . Porejemplo,intentemosinterpretarlas
siguientesfórmulas:
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1. gIh�i�j�k�l	m�n j!o l	p
2. qTh�i/j�m�n r/o j�p

La fórmula g no esverdaderaen estemodelo,puesel elementos no est́a relacionadocon ningún
elemento.La fórmula q si esverdaderaen t puesla interpretacíon dela constanteu est́a relacionada
contodoelementode v4w
4.3.1. Conceptodeverdad

Ahora definiremos formalmenteel conceptode fórmula válida en un modelo bajo una va-
luacíon,fórmulaválidaenunmodelo,y finalmentefórmulaválidaencualquiermodelo.Primerodefinire-
mosla nocíon devaluacíon o asignacíon sobreunmodelo.

Cuandoqueremosinterpretarunafórmulaenunmodelodadodebemosasignarvaloresalasvariables
queocurrenenla fórmula.Porejemploen el conjuntodelosnúmerosrealesx consideremosla siguiente
desigualdad: j�y�z2{,|$}	w (4.1)

Sabemosqueestadesigualdades verdaderasoloenel intervalo real n z5~�o ~ p�w Cualquierotrovalor fuera
de esteintervalo no verifica la desigualdad.En otraspaĺabras,paraciertasasignacionesde valoresdex a la variable j la desigualdadesválida. Si queremosserun pocomásformal, podemosconsiderar
un lenguajequetengaun śımbolo relacionalbinario m , dosśımbolosde función binarios � y � y dos
constantesr y � . Un modeloen estelenguajedebeŕıa serde la forma �	v4o ��m(���'o �_�/�5o �	���'o � r/o � � � .
Paranuestroejemplo t�hW� x'o ��|5��o ���o z5��o � }	o {�� � esun modelodonde |(ham��o��$h8�	� , zIh-� � ,r �8h[} y � �Th�{	w La desigualdad(4.1) sepuedeescribircomo la fórmulacon unavariablelibre j
siguiente: g�n j�p_h-m�n �(n �*n j!o j�p�o {�p�o } p�w
Luego la fórmula g�n j�p esverdaderaenel modelot soloenlos casosdondela variable j sele asigna
valoresdel intervalo n z~	o ~ p�w

La discusíon anteriornosllevaadefinir la nocíon devaluacíon o asignacíon deunmodelocomouna
función queasignaa lasvariableselementosdel dominiodel modelo.

En todolo quesiguesupondremosquetenemosfijadoun lenguajedeprimerorden�$h8� ��o �'o ����w
Definición 4.27 Seat�h-�	v4o m(�5o �,�5o �!��� un modelodel lenguaje� . Unavaluacíon o asignacíon� esunafunción �%� � r �(�Vv4w

Comoel conjuntodevariables� r � esun conjuntonumerable,esdecir � r �,hI� ��� o w w w o �/��o w w w � , una
valuacíon �'� � r �(�Vv puedeserdescriptapormediodesuimagen.Enotraspalabras,unavaluacíon �
puedeserdefinidacomounasucesíon � hIn r	� o w w w o r ��o w w p
deelementosdel dominio v4o donde� n �/� p(h$���� hTr � . Tambíenesmuy utilizadala notacíon vectorial�r�hIn r	� o w w w o r ��o w w w p�w

Ahoradefiniremosel valor deun término � bajounavaluacíon
�r,hIn r	� o w w w o r ��o w w w p�w
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Definición 4.28 El valor o ladenotacíondeuntérmino �¡ ¢�£ ¤ ¥ ¥ ¥ ¤ ¢/¦	§ bajounavaluacíon ¨©,ª ¡ © £ ¤ ¥ ¥ ¥ ¤ © ¦�¤ ¥ ¥ ¥ § ,
enśımbolos  «2¬ ¨©  esun elementodel dominio ® quesedefinerecursivamentecomo:

1. Si   ¯ esunavariable¢/¯ entonces ¢ «¯ ¬ ¨© �ª-© ¯
1. Si   esunaconstante°(±,² y ° « esla interpretacíon de ° en ®4¤ entonces° « ¬ ¨© �ª ° « .

2. Si   ª[³ ¡   £ ¤ ¥ ¥ ¥ ¤   ¦	§ , donde   £ ¤   ´ ¤ ¥ ¥ ¥ ¤   ¦a±Iµ5¶ ·_¡ ¸_§ y ³ ±a¹ esun śımbolode funcíon º -ario,
entonces   « ¬ ¨© �ªa³ « ¡   £ ¤   ´ ¤ ¥ ¥ ¥ ¤   ¦	§!¬ ¨© �ªa³ «2»   « £ ¬ ¨©  ¤   «´ ¬ ¨©  ¤ ¥ ¥ ¥ ¤   «¦ ¬ ¨©  ¼ ¥
donde ³ «8½ ® ¦4¾ ® esla funcíon º - © · ¿ © queinterpreta el śımbolode funcíon ³ , y   «¯ sonlas
interpretacionesdelos términos  ¯ sobre ®4¥

Observación. SeaÀ un modelo.Paraunavaluacíon ¨©�ª ¡ © £ ¤ ¥ ¥ ¥ ¤ © ¦�¤ ¥ ¥ § y un término  �¡ ¢�£ ¤ ¥ ¥ ¥ ¤ ¢/¦/§�¤  « ¬ ¨©  esel elementodel dominio ® queseobtienesustituyendocadaocurrenciadela variable¢/¯ porel
elemento© ¯ de ® en   .
Ejemplo 4.29 Sea  ªa³ ¡ ¢�£ ¤ Á(¡ ¢�´ ¤ ¢/Â § § , donde³ y Á sonśımbolosdefunción binariosy seael modeloÀ ª2Ã Ä ¤ ³	Å ¤ Á Å�Æ donde³	Å4ª-Ç y Á Å�ªWÈ . Entoncesparacualquiervaluacíon ¨©,ª ¡ © £ ¤ © ´ ¤ © Â ¤ ¥ ¥ ¥ §

  « ¬ ¨© �ªa³ Å%É ¢�£!¬ ¨©  ¤ Á Å ¡ ¢�´ ¤ ¢/Â §�¬ ¨©  Ê�ªa³ Å'É ¢�£!¬ ¨©  ¤ Á Å'É ¢ Å ´ ¬ ¨©  ¤ ¢ Å Â ¬ ¨©  Ê�Êªa³ Å É © £ ¤ Á Å ¡ © ´ ¤ © Â § Ê ª-© £ Ç Á Å ¡ © ´ ¤ © Â § ª-© £ Ç ¡ © ´ È'© Â §�¥
Ejemplo 4.30 Consideremosun lenguajeconun śımbolodefunción unario ³ y un śımbolodefunción
binario Á�¥ Consideremoslos términos   £�¡ ¢!¤ Ë	§ ªÌ³ ¡ Á(¡ ¢!¤ Ë	§ § y   ´ ª Á(¡ ³ ¡ ¢�§�¤ ³ ¡ Ë	§ §�¥ Seael modeloÀ ª Ã Í Â ¤ ³/Î Ï ¤ Ð Æ dondeÍ Â ªaÑ Ò ¤ Ó ¤ Ô�Õ y ¤ ³	Î Ï y ¤ Á Î Ï(ª Ð est́andefinidaspor lastablas:¢ ¤ ³	Î Ï ¡ ¢�§Ò ÒÓ ÔÔ Ô

Ð Ò Ó ÔÒ Ò Ó ÔÓ Ó Ô ÒÔ Ô Ò Ó
Paracualquiervaluacíon ¨©�ª ¡ © £ ¤ © ´ §_± Í Â È Í Â ½  Î Ï£ ¡ ¢!¤ Ë	§�¬ © £ ¤ © ´ [ªS³ Î Ï » Á Î Ï ¡ ¢!¤ Ë	§ ¼ ¬ © £ ¤ © ´  ªS³ Î Ï ¡ © £�Ð © ´ §�¥

  Î Ï´ ¡ ¢!¤ Ë	§�¬ © £ ¤ © ´ [ª Á Î Ï » ³ Î Ï ¡ ¢�§�¤ ³ Î Ï ¡ Ë	§ ¼ ¬ © £ ¤ © ´ [ªS³ Î Ï ¡ © £ §/Ð�¤ ³ Î Ï ¡ © ´ §
Porejemplo,si ©,ª ¡ Ó ¤ Ô §�¤ entonces  Î Ï£ ¬ Ó ¤ Ô �ªa³ Î Ï ¡ Ó_Ð�Ô § ªa³ Î Ï ¡ Ò § ª-Ò ¤
y   Î Ï´ ¬ Ó ¤ Ô �ªa³ Î Ï ¡ Ó §!Ð ³ Î Ï ¡ Ô § ª Ô5Ð�Ô ª Ó ¥
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Definición 4.31 SeaÖ un modeloy ×Ø valuacíon. SeaÙ/Ú unavariabley Û4Ü2Ý4Þ La valuacíon ×Ø ß àá esla
valuacíon definidapor:

×Ø ß àá$â ã	ä�åPæç è ã	é2ê ×Ø ë si ã�ìå Ù/Ú
Û si ã%å Ù/Ú Þ

La valuacíon ×Ø ß àá esigual a la valuacíon ×Ø/í exceptotal vez,enel valor queasignaa la variable Ù . Si×Ø est́a escritacomounasecuencia×Ø åIâ Ø	î í Þ Þ Þ í Ø Ú ï î í Ø Ú í Ø Ú ð î í Þ Þ Þ ä entonces

×Ø ß àáIåIâ Ø	î í Þ Þ Þ í Ø Ú ï î í Û í Ø Ú ð î í Þ Þ Þ ä Þ
Si ×Ø esunavaluacíon y Ù esunavariable,entoncesvamosa escribir ê Û í ×Ø ë si el ordenenqueocurrela
variableno esimportante.
Observación. SeaØ unavaluacíon.Entonces,si Ù í ã Ü4ñ Ø ò í Ù ìå$ã í entoncesâ ×Ø ßó ä ôõ(åTö ×Ø ôõ ÷ ßó Þ

Ahora definiremosla validez o satisfaccíon de una fórmula en un modelobajo una valuacíon en
términosdela relacíon desatisfacíon ø å .

Definición 4.32 Sea Ö un modeloy ù â Ù î í Þ Þ Þ í Ù/ú ä unafórmulacuyasvariableslibres seencuentran
entrelas del conjunto û Ù î í Þ Þ Þ í Ù/ú/ü_Þ Sea ×Ø unavaluacíon. Diremosque la fórmula ù â Ù î í Þ Þ Þ í Ù/ú ä es
válida en Ö bajo ×Ø , o que ×Ø satisfacela fórmula ù â Ù î í Þ Þ Þ í Ù/ú ä , enśımbolos

Öþý�ù â Ù î í Þ Þ Þ í Ù/ú ä!ê ×Ø ë�í
si secumplenlassiguientescláusulas:

1. Si ù is ÿ î å ÿ � , con ÿ î y ÿ �5Ü ��� ò â �ä , entonces

� ø å ù ê ×Ø ë�� ÿ é î å	� é� Þ
2. Si ùTÜ4ù5ÿ â �ä , esdecir ù å�
�â ÿ î í Þ Þ Þ í ÿ ú ä , dondeÿ Ú â Ù î í Þ Þ Þ í Ù/ú ä Ü ��� ò â �ä y 
 esun śımbolode

predicado� -ario,entonces

Öþý 
�â ÿ î í Þ Þ Þ í ÿ ú ä!ê ×Ø ë�� ö ÿ é î ê ×Ø ë í Þ Þ Þ í ÿ éú ê ×Ø ë ÷ Ü 
� Þ
3. Si ù å���� í entonces, Öþý�ù ê ×Ø ë�� Ö�� �-ê ×Ø ë Þ
4. Si ù å������ , entonces

Öþý â �����*ä�ê ×Ø ë�� Öþý �-ê ×Ø ë y Ö ý �$ê ×Ø ë Þ
5. Si ù å������ , entonces

Öþý â �����*ä�ê ×Ø ë�� Öþý �-ê ×Ø ë o Ö ý �$ê ×Ø ë Þ
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6. Si ��������� , entonces "!$# �%���'&)( *+ ,�-  .!0/ ��( *+ , o
 .! �	( *+ , 1

7. Si � # 2)3 4 1 1 1 4 265 &7�98 2 � # 2:4 2)3 4 1 1 1 4 265 & , entonces .! 8 2 � # 2:4 2)3 4 1 1 1 4 265 &)( *+ ,�- paratodo ;=<�> 4� .! ��( ; 4 *+?, ,
donde; esel elementode > queseasignaa la variable

2 1
8. Si � # 2)3 4 1 1 1 4 265 &7��@ 2 � # 2:4 2)3 4 1 1 1 4 265 & , entonces "! @ 2 � # 2:4 2)3 4 1 1 1 4 265 &)( *+ ,�- existe ;A<�> 4� .! � # 2:4 2)3 4 1 1 1 4 265 &)( ; 4 *+?, 4

donde; esel elementode > queseasignaa la variable
2 1

Observación. Consideremosunafórmula � # 2)3 4 1 1 1 4 265 & donde
2)3 4 1 1 1 4 265 sontodaslasvariableslibres

queocurrenen � 1 Másadelanteprobaremosun resultado,llamadoLemade Coincidencia,queafirma
quesi *+ y *B sondosvaluacionesdefinidassobreun modelo

 
quecoincidensobrelasvariablesde �

(esdecir, si + C � B C 4 para D'E9F�E9G ), entonces "! �	( *+ ,6-  .! �A( *B , 1
Enotraspalabras,la validezdela fórmula � bajounavaluacíon *+ solodependedelosvaloresquedicha
valuacíon asignaa las variableslibres de � . En consecuencia,si *+ � # + 3 4 1 1 1 4 + 5H4 1 1 1 & 4 con + C <I> ,
entoncespodemosescribir

 J! �9( + 3 4 1 1 1 4 + 5 , envezde
 J! �9( *+ , , pueslos restantesvalores+ C 4 conF�K9GAL�D no sonnecesariosparaevaluarla fórmula � .

Resumiendo,si � # 2)3 4 1 1 1 4 265 &��98 265 M:3 � # 2)3 4 1 1 1 4 265H4 265 M)3 & 4 entonces .! � # 2)3 4 1 1 1 4 265 &:( + 3 4 1 1 1 4 + 5 ,N-  .! 8 265 M:3 � # 2)3 4 1 1 1 4 265)4 265 M:3 &:( + 3 4 1 1 1 4 + 5 ,-  .! � # 2)3 4 1 1 1 4 265H4 265 M:3 &)( + 3 4 1 1 1 4 + 5H4 ; , , paratodo ;A<�> 4
y si � # 2)3 4 1 1 1 4 265 &7��@ 265 M)3 � # 2)3 4 1 1 1 4 265H4 265 M:3 & 4 entonces .! � # 2)3 4 1 1 1 4 265 &)( + 3 4 1 1 1 4 + 5 ,O-  "! @ 265 M:3 � # 2)3 4 1 1 1 4 265H4 265 M)3 &)( + 3 4 1 1 1 4 + 5 ,-  "! @ # 2)3 4 1 1 1 4 265H4 265 M)3 &)( + 3 4 1 1 1 4 + 5H4 ; , , paraalgún ;A<�> 1

Las fórmulascon G -variableslibres secomportancomounaecuacíon en G -variables.Si queremos
sabercúalessonlasvaluacionesdefinidassobreunmodelo

 
quesatisfacenaunafórmula� # 2)3 4 1 1 1 4 265 &

debemosdeterminarcúalessonlas G -uplas
# + 3 4 1 1 1 4 + 5 &P<�> 5 quesatisfacena � # 2)3 4 1 1 1 4 265 & 4 puescadaG -uplaseidentificaconunavaluacíon.

El conjuntode todaslas G -uplas
# + 3 4 1 1 1 4 + 5 & quesatisfacenunafórmula � # 2)3 4 1 1 1 4 265 & defineuna

relacíon G -aria �RQ en > del siguientemodo:

� Q ��S # + 3 4 1 1 1 4 + 5 &PT  .! � # 2)3 4 1 1 1 4 265 &:( + 3 4 1 1 1 4 + 5 , U71
Esteconjuntosellamael conjuntodesolucionesde la fórmula � # 2)3 4 1 1 1 4 265 & 1 Porejemploel conjunto
de solucionesde la fórmula � # 2 &V� 2HW�X$Y0Z\[ en el modelo

 �O] ^ 4 S Z U 4 S L 4 1 U _ esel conjunto� Q � # X�`?4 ` & 1
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Conestanotacíonpodemosafirmarqueunavaluacíon a b�c d e e e d b f�g satisfaceaunafórmula h$a i)c d e e e d i6f�g
si y solosi a b�c d e e e d b f6g7j�hRk�d enśımbolos

l.m h9n ob p�qrobAs%a b�c d e e e d b f�gPj=h k e
Aquellasfórmulasquesonsatisfechasporcualquiervaluacíon a b�c d e e e d b f�gHd esdecircuando

h k s�t f u
sonlasfórmulasválidasenel modelo

l e
Definición 4.33 Unafórmula h esválida en un modelo

l
, enśımbolos

l.m h , si y solosi esválida
bajocualquiervaluacíon definidasobreel modelo.Esdecir,

l.m h	q l.m h	n ob p , paracualquiervaluacíon ob6e
Diremosque h es válida o lógicamenteválida, si es válida en cualquiermodelo.Diremosque una
fórmula h essatisfaciblesi existealgún modelo

l
tal que

l.m h .

Ejemplo 4.34 Consideremosel modelo

l s0v�t�d w k d x k d y k)z
dondet{s%|?} d ~?d ��d �?� , w k s%| } d ~ �7d x k s%| ~�d �?d ���7d y y k s%|?a } d ~ g)d a } d � g)d a ~?d �?g �7e Estudiemossi
existenvaluacionesdefinidasen

l
quesatisfagana la fórmula h$a iHg�s�����y$a i:d ��g)d y verifiquemossi

esválidaenel modelo.
Observemosquela fórmula h tienenunasolavariablelibre.Debemosconsiderar, inicialmente,valu-

acionesdefinidassobrela variablequeaparecelibre, esdecir, estudiemossi existenvaluaciones�As%a b?g
quesatisfaganla fórmula h$a iHgHd o lo queeslo mismo,debemosdeterminarla relacíon unaria

h k s�| b=j�t{� l"m h$a iHg:n b p ��e
Si bVs%} d tenemosquel.m h$a iHg)n } pOq l.m ����y$a i:d ��g)n } pq existealgún �Aj�t tal que

l"m y$a i:d ��g)n } d � pq existealgún �Aj�t tal que a } d �?g7j�y k e
Esclaroquelos valores��sI~ y ��s�� satisacenla última condicíon. Por lo tanto,la valuacíon b�s{}
satisfacea la fórmula.

Si bVs�~�d entonces

l.m h$a iHg)n ~ pNq existealgún �Aj�t tal que a ~?d �?gPj�y k e
El elemento�Vs	� cumplela condicíon anteriory por lo tantola valuacíon obVs%a ~ g satisfacela fórmula.

Si bVs���d tenemosque

l.m h$a iHg)n � pOq existealgún �Aj�t tal que a ��d � gPj�yRk�e
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Si miramosla definicíon de �R� observamosqueno hayelementos���9� tal que � ��� � �'�9�R��� Por lo
tantola valuacíon ���%� no satisfacea la fórmula.De igual manerasededuceque �=��� no satisfacea� � �H�H� De acuerdoaesteańalisis la relacíon determinadapor

� � �H� (enestecasoesun conjunto)es� � ���?� � � �7�
Como

� �%������ esdecir, existenvaluacionesquenosatisfacenala fórmula,entonces
� � �H� noesválida

en ���
Ejercicio 4.3.1 Utilizandoel mismomodelodel ejemploanterior, estudiarla satisfacibilidady validez
delassiguientesfórmulas.

1. ��� ���7�9�6�V� �  ��V¡�¢R�H�¤£��$� �:� ��� �
2. ¥��9�6�H¦����  R�=£§�$� �:� ���)¡�¢9� �H� �H� �H�

Ejemplo 4.35 Consideremosla fórmula� � �H���9�6� �)¨P© � �9� �H� �H�:ª��$� ¨�� �H� �¤£��9� �H� ¨ � « �
Sea �¬������ �R�)® un modelodonde �§�N� �6� ¯ � y �R�\�N�?� �6� �?�H� � ¯ � ¯ �H� � ¯ � �?� ��� Determinemosel
conjunto

� ��� En estecasocomoel dominiodel modeloespequẽno podemosconstruirunatabla

� ¨ � �$� �H� �H� �9� ¨�� �H� �9� �H� ¨ �� � � � � �� � ¯� ¯ � � �� ¯ ¯ �¯ � � � �¯ � ¯ � �¯ ¯ � � � �¯ ¯ ¯ � �
Deacuerdoconla tablaanterior, la fórmula

� � �H� esválidasolopara�����6� Enconsecuencia,
� �	��� ���

y por lo tantono esunafórmulaválida.

Ejemplo 4.36 Consideremosun lenguajedeprimerordenconunaconstante° y un śımboloderelacíon
binario �V� En dicholenguajeconsideremosla fórmula� �9�H�H�$� �:� ° �)�
Sea� cualquiermodelo,donde� essudominio.Entonces

�.±��H�H�$� ° � �H�§² paratodoelemento�A��� , �.±��9� ° � �H�)© � «² paratodoelemento�A��� , ³ ° � � � ´���� � �
Consideremosahoralossiguientesmodelos

�¶µ7��· ¸�� ¹R� � º?� »¼�¾½P��· ¸�� ¹R� �?� � »¼�O¿���· ÀV� ¹'� � º � »H�
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Entoncesdeacuerdoal ańalisisdadoanteriormente,tenemosqueÁ Â�Ã Ä'Ã Å Æ?Ç È)É�Ê6ËHÌ$Í Ë:Ã Î Ï§Ð
paratodoelementoÑAÒ Â , Ó Î Ô�Ã Ñ Õ�Ò ÌRÔÐ
paratodoelementoÑAÒ Â ,

Î Ö�×�ÆVÄ Ñ
Á Â�Ã Ä'Ã Å Ø Ç È�Ù$Ê6ËHÌ$Í Ë:Ã Î Ï�Ð

existeun elementoÑAÒ Â , Ó Î Ô Ã Ñ Õ0ÚÒ Ì ÔÐ
existeun elementoÑAÒ Â ,

Î Ö ×�Ø¤Û ÑÐ
existe Ñ ×%Ü , tal que

Ø¤ÛOÜ
Á ÝVÃ Ä'Ã Å Æ Ç È�Ù$Ê6ËHÌ$Í Ë:Ã Î Ï�Ð

existeun elementoÑAÒ Ý , Ó Î Ô Ã Ñ Õ�ÚÒ Ì ÔÐ
existeun elementoÑAÒ Ý ,

Î Ö ×�Æ�Û ÑÐ
existe Ñ ×%Þ'Ü , tal que

Æ¤ÛOÞ'Ü
La fórmula

Ê6ËHÌ9Í Ë:Ã Î Ï
essatisfacible puesexiste al menosel modelo ß¾à ×§Á Â�Ã Ä'Ã Å Æ Ç È tal queß¾à ÉIÊHËHÌ$Í Ë:Ã Î Ï . Peroestafórmula no es válida puesexiste el modelo ß¾á ×âÁ Â�Ã ÄRÃ Å Ø?Ç È dondeßOá Ù0ÊHËHÌ$Í Ë:Ã Î Ï)ã

El siguienteresultadojustifica la utilización devaluacionesconun númerofinito devaloresenuna
fórmulacon ä -variables.

Lema 4.37(deCoincidencia) Seanåæ y åç dosvaluacionesdefinidassobreunmodeloß . Entoncespara
cadatérmino è Í Ë à Ã ã ã ã Ã Ë6é�Ï y para cadafórmula ê Í Ë à Ã ã ã ã Ã Ë6é�ÏPë

1. Si æ ì × ç ì para todavariablede è Ã entonces

è Ô0í åæ î × è ÔRí åç î ã
2. Si æ ì × ç ì para todavariablelibre de ê Ã entonces

ß É ê í åæ î Ð ß É ê í åç î ã
Demostracíon. 1. La pruebaespor induccíon sobrela construccíon del término è ã ï'ð primer casoa
considerarescuandoel términoesunavariable

Ë ì ã
Supongamosque è ×	Ë ì Ò�ñ æ ò ã Entoncesporhipótesis,è Ô í åæ î × æ ì × ç ì × è Ô í åç î ã
Consideremosahorael casoenque è esunaconstante

Î ã
Si è ×�Î Ò=ó , entoncesè Ô í åæ î ×�Î Ô × è Ô í åç î ã

Ahoraveamosel casoenque è esun término ô Í è à Ã ã ã ã Ã è é�Ï dondeè ì sontérminosy ô esun śımbolode
función ä -ario. En este casoutilizaremosla hipótesisinductiva paracadauno de los términos è ì ã De
acuerdoconesto,è ì í åæ î × è ì í åç î paracadatérmino è ì ã Entonces

è Ô í åæ î × ô Ô Í è à Ã ã ã ã Ã è é�Ï í åæ î × ô Ô Í è à í åæ î Ã ã ã ã Ã è é í åæ?î Ï× ô Ô0õ è à í åç î Ã ã ã ã Ã è é í åç î ö × ô Ô Í è à Ã ã ã ã Ã è é�Ï í åç î × è Ô�í åç î ã
2. Sea ê Í Ë à Ã ã ã ã Ã Ë6é6Ï donde

Ë à Ã ã ã ã Ã Ë6é sontodaslas variableslibres de ê ã La pruebaespor induccíon
sobrela longituddela fórmula.Probaremossoloel casodefórmulasatómicasy fórmulascuantificadas
universalmente.Losotroscasosquedancomoejercicios.
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Supongamosque ÷%ø�ù$ú û ü ý þ þ þ ý û ÿ��Hý dondeù esun śımboloderelacíon � -arioy û ü ý þ þ þ ý û ÿ sontérminos.
Entonces ��� ù9ú û ü ý þ þ þ ý û ÿ���� �	 
��� û � ü � �	 
 ý þ þ þ ý û �ÿ � �	�
 ��� ù�������� û � ü � �� 
 ý þ þ þ ý û �ÿ � �� 
 ��� ù �� ��� ù$ú û ü ý þ þ þ ý û ÿ���� �� 

Supongamosque ÷$ú �)ü ý þ þ þ ý �6ÿ��Aø ��!�"	ú !Hý �)ü ý þ þ þ ý �6ÿ��Hý donde �)ü ý þ þ þ ý �6ÿ sontodaslas variableslibres
queocurrenen "=þ Luego,��� �#!�"	ú !Hý �)ü ý þ þ þ ý �6ÿ���� �	 
$� paratodo % �'& ,

��� "�ú !Hý �)ü ý þ þ þ ý �6ÿ���� %�ý �	�
� paratodo % �'& ,
��� "�ú !Hý �)ü ý þ þ þ ý �6ÿ���� %�ý �� 
� ��� ��!�"	ú !Hý �)ü ý þ þ þ ý �6ÿ���� �� 
 þ (

Lema 4.38 Seaû untérminocerrado.Para cualquierpar devaluaciones�	 y �� definidassobreunmodelo�
, û � � �	 
 ø	û � � �� 
 þ

Si ÷ esunasentencia,entoncespara cualquier �	 y �� definidassobre unmodelo
�

,�)� ÷�� 	 
�� ��� ÷*� �� 
 þ
Demostracíon. Esinmediataporel LemadeCoincidencia.

(
Observaciones.

1. El Lema de Coincidencianos afirma que la validez de fórmulasen un modelo solo depende
de las variableslibres que tengala fórmula.En consecuencia,cuandotrabajemoscon fórmulas÷9ú �)ü ý þ þ þ ý �6ÿ�� donde�)ü ý þ þ þ ý �6ÿ sontodaslasvariableslibres,unaasignacíon paradichafórmulaes
suficientedescribirlapormediodela secuenciafinita �	 ø%ú 	 ü ý þ þ þ ý 	 ÿ��Hý donde	 + esel elementode& quesele asignaa la variable� + þ

2. Seaû un términocerradoy
�

un modelo.Comola validezde û no dependede las valuaciones,
entoncespodemosescribir û � envezde û � � �	 
 þ De igual forma,si ÷ esunasentencia,podemos
escribir

��� ÷ envezde
�)� ÷�� �	 
 .

3. Comohemosafirmadoanteriormente,la validezdeunasentenciadependedesuestructurainterna
y nodelasvariablesquetenga.Porello, teniendoencuentala observacíon2.anterior, la definicíon
devalidezdeunasentencia÷ enunmodelo

�
puedeserprecisadadela siguienteforma:

a) Si ÷¾øNù$ú û ü ý þ þ þ ý û ÿ��)ý donde ù esun śımbolo de relacíon � -ario y û ü ý þ þ þ ý û ÿ sontérminos
cerrados,entonces �)� ù$ú û ü ý þ þ þ ý û ÿ�� �  û � ü ý þ þ þ ý û �ÿ � � ù � þ

b) Si ÷�ø-,�"=ý entonces ��� ,." � �0/ "=þ
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c) Si 132-435�6 , entonces 7�8
43596-:

7)8
4 y

7)8
6�;

d) Si 132-4-<'6 , entonces 7�8
4-<�6-:

7)8
4 o

7)8
6�;

e) Si 132-4>=?6�@ entonces7�8
4A=?63:

7�8CB
1 o

7�8
6�;

f ) Si 132ED#F#4�G F#H , donde4 tienea lo sumounaúnicavariablelibre F , entonces7�8
D�F#4�G F#HI: paracadaJ9K'L ,

7�8
4-G F#H�M J N ;

g) Si 132-O�F#4�G F#H , donde4 tienea lo sumounaúnicavariablelibre F , entonces7)8
O�F#4�G F#HI: existeun J9K'L ,

7�8
4�G F#H�M J N ;

Sea1EG F�P @ ; ; ; @ F�Q�H unafórmuladondeF�P @ ; ; ; @ F�Q sonsusvariableslibres.El próximoresultadoafirma
quela fórmula 1EG F�P @ ; ; ; @ F�Q�H esválidaenun modelo

7
si y solosi esválidasuclausurauniversal.

Lema 4.39 Sea1EG F�P @ ; ; ; @ F�Q�H unafórmulay

7
unmodelo.Entonces7)8

1RG F�P @ ; ; ; @ F�Q�HI:
7�8

D�F�P ; ; ; D#F�Q 1EG F�P @ ; ; ; @ F�Q�H#;
Demostracíon. Probaremossoloel caso1EG F#H�; Esdecircuando1 tieneunasolavariablelibre.7�8

D#F�1RG F#H?: paratodavaluacíon J�@
7�8

1RG F#H�M J N:
7�8

1RG F#H S
El lemaanteriornosdice quela validezde unafórmulaen un modeloeslo mismoquela validez

desuclausurauniversalenel modelo.Porestehecho,cuandohablemosdevalidezenmodelossoloes
necesariohacerloparasentencias.

Lema 4.40(deSustitución) Sea

7
un modelo.SeaT un términolibre para unavariable FI; SeaJ una

valuacíon tal que T UVM J N�2-W . Entonces

1. Para todotérmino X @ X U G F#Y T HIM J N�2EX U G F#H�M W N ;
2. Para todafórmula 1 con T un términolibre para F en 17�8

1RG F#Y T HIM J N�:
7�8

1EG F#HIM W N ;
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Demostracíon. 1. La pruebaespor induccíon sobrela longituddel término Z [
Si Z]\�^I_ entoncesZa` ^#b c de\�c [ Luego

Z fC` ^#b c dIg h i�\�c fVg h i#\-j
y Z f ` ^#dIg j i#\�^ f g j i#\-j [

Si Z]\�k#_ con k unavariabledistintade ^I_ entoncesZe` ^#b c d�\�Z [ En consecuencia,

Z f ` ` ^#b c d dIg h i�\�Z f g h i#\�k f g h i#\-j [Ze` ^#d�g j i�\�k f g j i#\-j [
Si Z]\-l _ con l unaconstante,entoncesZa` ^#b c de\-l

Z fC` ^#b c d�g h i#\-l fVg h i#\-l f�\-l fCg j i#\�c fVg j i [
SeaZm\3n]` c o _ [ [ [ _ c p�d#_ donden esunśımbolodefunción q -arioy c o _ [ [ [ _ c p sontérminosquecumplen

lashipótesisdel Lema.Entonces:

Z f ` ^#b c dIg h i�\�l f \3n f ` c o�` ^#b c d#_ [ [ [ _ c p�` ^#b c d d�g h i#\3n f ` c o�` ^#b c d�g h i _ [ [ [ _ c p�` ^#b c d�g h i d\-n#f'` c oI` ^#d�g j i _ [ [ [ _ c p�` ^#d�g j i de\3n�f'` c oI` ^#d�_ [ [ [ _ c pr` ^#d d�g j i\EZ f ` ^#d�g j i [
2. Seas unafórmulay c un términolibre para ^ en sm[ La pruebaespor inducíon sobrela longitud

dela fórmula.
Seas3\-tE` c o _ [ [ [ _ c p�d#_ dondet esunśımboloderelacíon q -arioy c o _ [ [ [ _ c p sontérminos.Entoncesu�v tE` c o�` ^#b c d#_ [ [ [ _ c p�` ^#b c d dIg h i$wx` c oI` ^#b c dIg h i�_ [ [ [ _ c pr` ^#b c d�g h i dey't fwx` c oI` ^#dIg j i _ [ [ [ _ c p�` ^#dIg j i day't fw u�v tR` c oI` ^#d�_ [ [ [ _ c pr` ^#d d�g j i [
SeasA\Ez#k�{�` k#_ ^#d�_ dondesuponemosque ^ eslibre en sm[ Entoncesu�v z�k�{�` k#_ ^#b c d�g h i$w paracualquier|*y'} ,

u�v {�` k#_ ^#b c d�g |�_ h iw paracualquier|*y'} ,
u�v {�` k#_ ^#d�g |�_ j iu�v z�k�{�` k#_ ^#d�g j i�[

Como c eslibre para ^ en s , entoncesla variablek no puedeocurrir en c .
Si ^ no eslibre en sm_ entoncess esunasentenciay por lo tanto

u�v sEg h i�w u)v sEg j i [
El casosA\-~�k�{�` k#_ ^#d seanalizademanerasimilar y quedacomoejercicio. �
Vamosa finalizar estaseccíon dandoalgunasfórmulasválidas.Recordemosque una fórmula es

válidasi y solosi esválidaencualquiermodelo.

Lema 4.41 Seans y { fórmulascona lo sumounavariablelibre ^ y seal unaconstante. Entonceslas
siguientesfórmulassonválidas.
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4.3.SeḿanticadePrimerOrden Capı́tulo 4. Cálculo de Predicados

1. �#���R� �#�.���E� �#�
2. �E� �#�.�?�����R� �#�#�
3. �#���R� �#�.���E� �#� � �#�
4. �E� �#� � �.�?�����R� �#�#�
5. �#���R� �#�.�?�����R� �#�#�
6. �#�������E� �#�.�������E� �#�
7. �����R� �#�.�?���#�����E� �#�
8. �#�]� �R� �#�.����� �#� ����� �#���R� �#�.���#�#��� �#� �#�
9. �#�]� �R� �#�.����� �#� ����� �����R� �#�.�?���#��� �#� �#�

10. �#�]� �R� �#�I�9�-� �#� �.��� �#���R� �#���*���#��� �#� �#�
11. ���]� �R� �#�����-� �#� �.�?�����R� �#�������#��� �#���
12. �#���R� �#�I�9���#��� �#���?���m� �E� �#������� �#� ���
13. �#�]� �R� �#�����-� �#� �.��� �#���R� �#�#�'���#��� �#� �#�
14. �#���R� �#�.�?�����#�.�R� �#�#�
15. �����R� �#�.�?�I���#�.�R� �#�#�
16. �I�����E� �#���?���#�.�R� �#�#�
17. �������E� �#�������#�.�R� �#�#�
Demostracíon. Probaremosamododeejemplo3. y 8. Lasdeḿaspruebasquedancomoejercicio.

3.Sea� unmodelocualquiera.Debemosprobarque �����#���R� �#�.���E� �#� � �#� Esdecir, debemos
probarquesi ���-�����E� �#�#� entonces���3�R� �#� � ��� Supongamosentoncesque ���-�����E� �#�#� es
decir, paracualquier���C� , �)�V�E� �#�I� � � � En particularvalepara � �3� ���V�E� �#�.� � ���a� Peropor el
LemadeSustitucíon, tenemoslassiguientesequivalencias,���C�R� �#� � �I� � �� ?�)�'�R� �#�I� � � � � � �r ?���C�R� �#�I� � � �a�
Porlo tanto,la sentenciaesválida.

8. Sea� un modelo.Probarque �¡�E���m� �E� �#�.�?�-� �#� ���¢� �#���R� �#�.���#�#��� �#� � esequiva-
lentea probarquesi �£�V���m� �E� �#�.�?��� �#� � y ���V�#���R� �#� , entonces���V�#�#��� �#�#� Sea¤'�R�
arbitrario.Por la suposicíon, �¥�>�R� �#�9���-� �#��� ¤ � y �¦�>�R� �#��� ¤ � . Entonces,�¦�§��� �#��� ¤ � �
Como ¤ esarbitrario, �����#�#��� �#�#� ¨
Lema 4.42 Sea�E� �I� ©�� unafórmulacona lo sumodosvariableslibres.Entoncesla sentencia�����#©��R� �I� ©��.����©������R� �I� ©��
esválida.

Demostracíon. Ejercicio. ¨
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4.3.SeḿanticadePrimerOrden Capı́tulo 4. Cálculo de Predicados

4.3.2. Equivalencialógica

De forma similar a lo hechoen el casoproposicional,ahoradefiniremosel conceptode fórmulas
equivalentes.Supondremosquehemosfijado un lenguajedeprimerordenª .

Definición 4.43 Diremosquelas fórmulas« y ¬ con lasmismasvariableslibressonequivalentes, en
śımbolos«A-¬ , si y soloparatodomodelo® ,®�¯C«�°?®)¯C¬9±
Esdecir, « y ¬ sonequivalentessi sonválidasenlos mismosmodelos.

Esinmediatocomprobarque«A-¬3° paratodomodelo® , ®�¯C«3²?¬9±
Proposicíon 4.44 Para cualquierfórmula « severificaque:

1. ³I´�µ�«A-¶�µ#³.«m±
2. ³�¶�µ�«AE´�µ#³.«m±
3. ´#µ�«3-³�¶�µ#³.«
4. ¶�µ�«3-³I´#³.«m±

Demostracíon. Sededuceporel Lema4.41. ·
Proposicíon 4.45(Cambio devariables) Sea « una fórmula. Entoncespara toda variable ¸ que no
apareceen « valenlas siguientesequivalencias:

1. ´#µ�«R¹ µ#º�E´#¸�«R¹ µ#» ¸�º�±
2. ¶�µ�«R¹ µ#º�-¶�¸�«R¹ µ#» ¸�º�±

Demostracíon. Probamos1.Sea«R¹ µ#º unafórmulaconunasolavariablelibre.Consideremosunmod-
elo ® . Primeroveremos,por induccíon que «R¹ µ#ºI¼ ½ ¾m¿�«R¹ µ#» ¸�º�¼ ½ ¾ À paracualquier ½3Á>Â y para¸C»Á'Ãm½ Äe¹ «R¹ µ#º º#± Analizamosalgunoscasossolamente.

Si «R¹ µ#º esuntérmino Å#¹ µ#º tal que Å#¹ µ#ºe¿�µIÀ entoncesÅ#¹ µ#» ¸�º�¿�¸#± Luego, Å Æ'¹ µ#º�¼ ½ ¾#¿�µ#ÆV¼ ½ ¾�¿�½
y Å Æ ¹ µ#» ¸�º�¼ ½ ¾#¿�¸ Æ ¼ ½ ¾�¿-½�± Porlo tanto, Å Æ ¹ µ#º�¼ ½ ¾#¿�Å Æ ¹ µ#» ¸�ºI¼ ½ ¾�±

Si «E¹ µ#ºV¿�ÇR¹ Å ÈI¹ µ#º#À ± ± ± À Å É�¹ µ#º º#À donde Ç es un śımbolo de relacíon n-ario y Å Ê son términos.
Entonces Ç�ÆC¹ Å È�¹ µ#º#À ± ± ± À Å É�¹ µ#º ºI¼ ½ ¾�¿ËÇ�ÆRÌ Å Æ È ¹ µ#º�¼ ½ ¾ À ± ± ± À Å ÆÉ ¹ µ#º�¼ ½ ¾ Í¿ËÇ Æ Ì Å Æ È ¹ µ#» ¸�º�¼ ½ ¾ À ± ± ± À Å ÆÉ ¹ µ#» ¸�ºI¼ ½ ¾ Í¿ËÇ Æ ¹ Å È�¹ µ#» ¸�º�À ± ± ± À Å Ér¹ µ#» ¸�º ºI¼ ½ ¾ ±

Porlo tanto,®�¯�´#µ�«R¹ µ#º?° paracada½9Á'Â'À�®)¯'«E¹ µ#ºI¼ ½ ¾Î�Ï° paracada½9Á'Â'À�®)¯'«E¹ µ#» ¸�º�¼ ½ ¾ , con ¸C»Á'Ãm½ Äe¹ «R¹ µ#º º°Ð®�¯'´�µ�«E¹ µ#» ¸�º ·
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4.4.Consecuenciaseḿantica Capı́tulo 4. Cálculo de Predicados

Lema 4.46 SeanÑ y Ò fórmulastal que Ó noesunavariablede Ò9Ô Entonces

1. Õ#Ó]Ö ÑE×�ÒmØeÙAÖ Õ#Ó�Ñ�Ø#×'Ò9Ú
2. Û�Ó]Ö Ñ�Ü9ÒmØeÙAÖ Û�Ó�Ñ�Ø�Ü�Ò9Ô

Demostracíon. Ejercicio. Ý
4.4. Consecuenciaseḿantica

CuandoestudiamoselCálculoProposicionaldefinimosla relacíondeconsecuenciacomounarelacíon
entreconjuntosdefórmulasy fórmulas.Ahoradefiniremosunanocíon similar parala lógicadePrimer
Orden.

Definición 4.47 Sea Þ un conjuntode sentenciasen un lenguajeß . Diremosque Þ essatisfaciblesi
existeun modeloà tal que à�áCÑ paratodasentenciaÑ>â�Þ�Ô Paraabreviar escribiremosà)á'ÞeÔ Un
conjuntoesinsatisfaciblesi no essatisfacible.

Diremosqueunafórmula Ñ esconsecuenciadeun conjuntodesentenciasÞeÚ enśımbolosÞ'áCÑmÚ si
paracadamodeloà tal que à)á'Þ , entoncesà�á'ÑmÔ
Ejemplo 4.48 El conjuntodesentenciasÞVã3ä Õ�Ó#Û�årÖ æEÖ Ó#Ø.ç�èRÖ ÓIÚ å�Ø Ø�Ú�Õ�Ó�Õ#å�é ê.èRÖ ÓIÚ å�Ø.çëÖ ê�æEÖ Ó#Ø�×�ê�æEÖ å�Ø Ø ì íeÔ
essatisfacible,puesporejemplo,enel modeloà£ãVî�ï'Ú æ]ðrÚ è�ð�ñ , dondeï ã3ä ò Ú ó�Ú ô�íeÚ æ]ðEã3ä�ò Ú ó í
y è ð ã3ä�Ö ò Ú ò Ø�Ú Ö ó�Ú ò Ø#Ú Ö ò Ú ó Ø í�Ú lassentenciassonválidas.

Ejemplo 4.49 El conjuntodesentenciasÞVã3ä Û�Ó]Ö æEÖ Ó#ØIÜ�õEÖ Ó#Ø Ø�ÚIÕ�ÓmÖ æEÖ Ó#Ø.ç?èEÖ ÓIÚ Ó#Ø Ø#ÚIÕ#Ó]Ö õEÖ Ó#Ø.ç?ê�èRÖ ÓIÚ Ó#Ø Ø í
esinsatisfacible.Paracomprobarestaafirmacíonrazonaremosporcontradiccíon.Supongamosqueexiste
un modeloà quesatisfacea lastressentenciassimultaneamente.Comosatisfacea la primersentencia
existeun ö*â'ï tal que à�áCæEÖ ö�Ø y à�áVõEÖ ö�Ø#Ô La segundasentenciadebetambíensersatisfechapor
el elementoö , esdecir à)áCæEÖ ö�Ø.ç?èEÖ ö�Ú ö�Ø�Ô Porlo tanto,como à�áVæEÖ ö�Ø entoncesà�áCèEÖ ö�Ú ö�Ø�Ô
Pero tambíen el elemento ö debesatisfacer la tercersentencia;à÷áøõEÖ ö�ØVç¡ê.èRÖ ö�Ú ö�Ø , y comoàùá>õ�Ö ö�Ø entoncesàùá>ê�èRÖ ö�Ú ö�Ø#Ú lo queesunacontradiccíon. En consecuencia,el conjuntode
sentenciasÞ esinsatisfacible.

Ejemplo 4.50 La sentenciaÕ#Ó]Ö ê.õ�Ö Ó#Ø�ç?Û�å�èRÖ ÓIÚ å�Ø Ø esconsecuenciadel conjuntodesentenciasÞRã3ä Õ#Ó]Ö æEÖ Ó#Ø�×'õEÖ Ó#Ø Ø�Ú�Õ�ÓmÖ æEÖ Ó#Ø.ç?Û�å�èRÖ ÓIÚ å�Ø Ø í�Ô
Enefecto.Supongamosqueexisteunmodeloà tal quesatisfaceal conjuntodesentenciasÞeÔ Probemos
que àúáVÕmÖ ê.õ�Ö Ó#Ø.ç?Û�å�èRÖ ÓIÚ å�Ø Ø#Ô SeaöCâRï arbitrario.Debemoscomprobarque àúáEê�õEÖ Ó#ØaçÛ�å�èRÖ ÓIÚ å�Ø�é ö ì Ú esdecir, si àúá�ê�õEÖ Ó#Ø�é ö ì , entoncesàúá�Û�å�èRÖ ÓIÚ å�Ø�é ö ì Ô Ahora,si àúá�ê.õ�Ö Ó#Ø�é ö ì
entoncesà¢û-õEÖ Ó#Ø�é ö ì Ô Como à�áRæEÖ Ó#Ø�×'õ�Ö Ó#ØIé ö ì , entoncesà)áRæ�Ö Ó#Ø�é ö ì Ô Porúltimo comoenà la sentenciaÕ#Ó]Ö æEÖ Ó#Ø.ç?Û�å�èEÖ ÓIÚ å�Ø Ø esválida,entoncesà�áCÛ�å�èRÖ ÓIÚ å�ØIé ö ì�Ô
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4.4.Consecuenciaseḿantica Capı́tulo 4. Cálculo de Predicados

La relacíon deconsecuenciaseḿanticatienealgunaspropiedadescomunescon la relacíon de con-
secuenciaseḿanticadefinidaen lógica proposicional.Estacoincidenciano es casual.Muchasde las
propiedadesdela relacíon sonpropiedadesdetipo universales.Esdecir, nodependendela lógicaenque
unoest́e trabajando.Dependenmásdela propiadefinicíon dela relacíon entérminosdelosmodelos.

Lema 4.51 Seaü un conjuntodesentenciasy ý unasentencia.Entonces

1. Si ý>þ�ü�ÿ entoncesü��'ý��
2. Si ü��Cý y ü�����ÿ donde� esun conjuntodesentencias,entonces���'ý��
3. Si ü��Cý y ý	��
 entoncesü���
��

Demostracíon. Ejercicio. 
Teorema4.52(de la Deduccíon) Seaü���� ýmÿ 
�� unconjuntodesentencias.Entonces,

ü���� ý�����
��?ü��Cý���
��
Demostracíon. Ejercicio. 
Lema 4.53 Seaü���� ý�� un conjuntodesentencias.Entonces,

ü��Cý si y solosi ü���� �Iý�� esinsatisfacible.

Demostracíon. Ejercicio. 
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Caṕıtulo 5

Teoŕıa deHerbrand

La seḿanticadela lógicaproposicionalest́a basadaenel conjunto � ��� �  , lo quehacequela teoŕıa
de modelosde la lógicaproposicionalsearelativamentesimple.Estono ocurrecuandotrabajamosen
lógicadepredicados.Unadelasdificultadesenlógicadepredicadosla encontramosenquela definicíon
de modelosest́a basadaen conjuntosarbitrarios.En estaseccíon vamosa desarrollaruna teoŕıa para
construirmodelosde fórmulaso conjuntosde fórmulasen una forma cańonica. Por medio de estos
modelosesposibleconocer, porlo menosenunaformateórica,si unconjuntodecláusulasessatisfacible
o no.

Primeroestudiaremoslasformasnormalesy la formacláusulardeunafórmula.Posteriormentedare-
mosun resultadodebidoa Thoralf Skolemy finalmentedefiniremoslos modelosdeHerbrand.Todala
teoŕıa desarrolladaenestecaṕıtulo esdefundamentalimportanciaparala Programacíon Lógica.

5.1. Formas Normales

VamosageneralizaralgunosconceptosdefinidosenLógicaProposicional,comola nocíon deliteral
y cláusula.

Definición 5.1 Un literal esunafórmulaatómicao la negacíon deunafórmulaatómica.

Porejemplo,enel lenguajeconun śımbolodeconstante! � un śımbolodepredicadobinario " y un
śımbolodefunción unario # , lassiguientessonliterales:$ %�& "	' ()� (�*$ +,&�- "�' ()� #�' (�* *
Un literal seŕa denotadopor

$ .
La negacíon del literal

$
seŕa denotadapor

$ / .
Definición 5.2 Unafórmulaest́a en la forma normal conjuntiva si esunaconjuncíon dedisyunciones
deliterales.Unafórmulaest́aenla formanormal conjuntivaprenexa, o directamenteenformaprenexa,
si esdela forma 0 % 12% . . . . 043 1 3�5 ' 12% � . . . � 1 3 *6�
donde

047
soncuantificadoresy

5 ' 12% � . . . � 1 3 * esuna fórmula libre de cuantificadoresqueest́a en la
formanormalconjuntiva.
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5.1.FormasNormales Capı́tulo 5. Teoŕıa de Herbrand

Porejemplo,la fórmula8 96:�;=< < >	< 9@? A�B2C�D	< ;EB B@F�GH>	< A)? I B2C�D�< J4< J�< A�B B B B
est́a enla formaprenexa.

LasecuenciadecuantificadoresD�K 92K L L L L D4M�9)M sellamaelprefijodela fórmula,y la fórmula N < 92K ? L L L ? 9)MEB
sellamala matrizdela fórmula.

Más adelantecomprobaremosque toda fórmula es equivalentea una fórmula escritaen la forma
prenexa.

Ahoradefiniremosla nocíon decláusula.Unacláusulaesunasentenciaescritaenla formaprenexa
peroqueenel prefijosoloaparecencuantificadoresuniversalesy adeḿas,la matrizesunadisyuncíon de
literales.Másadelanteveremosel motivo paraestudiarestetipo desentencias.

Definición 5.3 Unacláusulaesunafórmuladela forma8 92K L L L L 8 9)M=< O K@C�O PHCQL L L L C�O M�B
dondeO R sonliterales.Unafórmulaestaenla forma normal deSkolem(o tambíen forma clausular) si
esunaconjuncíon decláusulas.Esdecir, unafórmulaestaenla formaclausularsi esdela forma8 92K L L L L 8 9)M=< S,KHFQL L L F�S�M�B
dondeS�R soncláusulas,y 92K ? L L L ? 9)M sontodaslasvariablesqueocurrenenla conjuncíon S,KHFQL L L F�STM6L
Nota. Comotodavariablequeocurreenunacláusulasiempreest́a cuantificadauniversalmente,usual-
menteomitiremoslos cuantificadores.

Una fórmula U queest́a escritaen la formanormalde Skolem tambíen puedeserescritacomoun
conjuntodecláusulas.Esdecir, si U�V 8 92K L L L L 8 9)M4< S=KHF�L L L F�S�M�B
entoncespodemosescribir W S=K ? S,P ? L L L ? S�M)XTL
En estecasodiremosquela fórmula U est́a escritaenla formaclausular. De ahoraenmásno haremos
distincíon entreunaformanormaldeSkolemy la formaclausularasociada.

Ejemplo 5.4 La fórmulaU�V 8 9 8 ; 8 Y,Z < >	< 9@? ;EB2C�D�< 9@? J4< Y B B B2FQ< J�< 9@? [ B@C�GH>	< 9@? Y B B \
est́a escritaenla formanormaldeSkolem.En notacíon deconjuntos,la fórmula U quedaescritacomoU�V W >	< 9@? ;EB2C�D�< 9@? J�< Y B B6?2< J�< 9@? [ B@C�GH>	< 9@? Y B B XTL

Cuandoestudiamosresolucíon proposicionalprobamosqueel conjuntovacio de cláusulas]^V`_
essiempresatisfacible.Es decir, siempreexiste un modelo a tal que acb�] . En lógicade predica-
dospodemosprobarexatamentelo mismo.Por lo tanto,en el restodel caṕıtulo el conjuntovaćıo de
clásusulas]�V�_ seŕa siempresatisfacible.Similarmente,el conjuntodeliteralesvacioo cláusulavacia
seŕa simbolizadopor d ; sepruebaque ]�V W d X esunconjuntodecláusulasinsatisfacibles.

Ahoraveremosunprocedimientoquepermitedeterminarunafórmula U=e escritaenla formaprenexa
equivalentea una fórmula U dada.Recordemosqueparacualquierpar de fórmulas U y f valen las
equivalenciasU C�G U�g�f C�G fhV�i y U F�G U�g�f F�G fhg�d L
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5.1.FormasNormales Capı́tulo 5. Teoŕıa de Herbrand

PROCEDIMIENTO PARA CONVERTIR UNA FÓRMULA EN UNA FÓRMULA EQUIVALENTE ESCRI-
TA EN LA FORMA PRENEXA .

1. Renombrarvariablessi esnecesario.Paraello recordarlasequivalencias

a) j6k)l�m k6n=o�j6p�l�m pEn y q�k)l	m k6n=ohq�p�l	m pEn , dondep esunavariablequeno apareceenl�r
2. Usarla equivalencial�sut^o�v@l	w�t paraeliminarel conectivo sxr
3. Usarlasequivalencias

a) v�m l�y�t�nTo�v@l	w�vTt
b) v�m l	w�t�nTo�v@l�y�vTt
c) vTv@l�o�l
d) v@j)k)l	m k6n�o�q�k6vHl�m k6n
e) vTq�k)l	m k6n�o	j)k6vHl�m k6n
paraponerla negacíon v inmediatamenteantesdeunafórmulaatómica.

4. Escribir todos los cuantificadoresal principio. Para ello recordar las siguientesequi-
valencias:

a) j6k�m l�m k6n@y�t�nTo	j6k)l�m k6n@y�t , dondek	z{�|�} m t�n6r
b) j6k�m l�m k6n2w�t�nTo	j6k)l�m k6n2w�t , dondek	z{�|�} m t�n6r
c) qEk�m l�m k6n2w�t�nTo�qEk)l�m k6n2w�t�~ dondek	z{�|�} m t�n6r
d) qEk�m l�m k6n2w�t�nTo�qEk)l�m k6n2w�t�~ dondek	z{�|�} m t�n6r

5. Usarlasleyesdistributivas:

a) l�y�m t�w���nTo�m l�y�t�n2wQm l�y���n6r
b) l�wQm t�y���nTo�m l	w�t�n@y�m l	w���n6r

Ejemplo 5.5 Convertir a la formaprenexa la siguientefórmula

j6k�m �	m k6nTsu�	m k6n nHs�m j)k6�	m k6nHs�j6k6�	m k6n n6r
1. j6k�m �	m k6nHsu�	m k6n nHs�m j)pE�	m pEnHs�j2� �	m � n n
2. v@j)k�m vT�	m k6n2w���m k6n n2wQm v@j)pE�	m pEn2w�j2� �	m � n n
3. qEk�m �	m k6n2y�vH��m k6n n2w�qEpEvH�	m pEn2w�j2� �	m � n
4. qEk6q�p j2��m m �	m k6n@y�vT�	m k6n n2w�vT�	m pEn2w���m � n n
5. qEk6q�p j2�

��
� m �	m k6n2w�vT��m pEn2w���m � n n� � � ��)� y�m vT�	m k6n6w�vH�	m pEn2w��	m � n n� � � ��E�

� �
�

6. qEk6q�p j2��m �=�Hy��,� n
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5.1.FormasNormales Capı́tulo 5. Teoŕıa de Herbrand

La fórmulaobtenidaen el ejemploanteriorest́a en la forma prenexa perono esunafórmulaen la
formacláusular. Paraobtener, dadaunafórmula ��� unafórmulaenla formacláusulardebemosemplear
un métodoparaeliminar los cuantificadoresexistenciales.La fórmulaqueseobtieneno esequivalente
a la fórmulaoriginal, perośı essatisfaciblesiy sólo si la original lo es.Esterequerimientoessuficiente
paranuestrospropositos,comoveremosmásadelante.

Supongamostenerunafórmula ���	�6�6���E�	� �@� �E� queest́aenla formaprenexa.Queremoseliminar
el cuantificadorexistencial ���6� La fórmuladicequeparatodoelemento� existeun elemento� tal que
hacenqueel predicado��� �@� �E� seaválido.Esdecir, paracadaelemento� existe,al menos,unelemento� asociadotal quehacenválidoel predicado�	� �@� �E�2� Ahora,supongamostenerunafunción ������� �6�6�
La definicíon de función nosdicequedadoel elemento� existeun únicoelemento� asociadoa �@� Es
decir, unafunción ���h��� �6� esun casoparticularderelacíon. Lasdosnocionestienenalgoencomún.
En el casodela fórmula � puedenexistir muchoselementosasociadoscon �@� En el casode la función������� �6� existeun únicoelemento.Si sustituimosenla fórmula � la variable� por ��� �6� tendremosla
fórmula �= 6�	�)�6�	� �@� ��� �6� �6�
Estafórmulaexpresala ideaqueparatodo elemento� existe un único elemento��� �6� tal quehacen
válidoel predicado�	� �@� ��� �6� � . Lasfórmulas� y �   nosonequivalentes,perośı secumplelo siguiente

existeun modelo¡ de � si y sólo si existeun modelo¡   de �   �
En otraspalabras, � essatisfacibleśı y solośı �   essatisfacible.

Sean� y �   dosfórmulas.Escribiremos��¢��   paradenotarque � essatisfaciblesi y sólo si �   es
satisfacible.

En el próximo resultadono solovamosa probarqueunafórmula � essatisfaciblesi y sólo si existe
unaforma normalde Skolem satisfacible,tambíen vamosa dar un métodoquenospermitedeteminar
unaformanormaldeSkolem.

Teorema5.6(deSkolem) Sea� unasentencia.Entoncesexisteun fórmula �   en la formanormalde
Skolem ��¢��   �
Demostracíon. Paraconstruirla fórmula �   tal que ��¢��   debemosseguir los siguientespasos.

1. Determinarunafórmula £ queest́e enla formaprenexa equivalentea la fórmula � .

2. Paraeliminarlos cuantificadoresexistencialessedebenseguir lossiguientespasos.

Supongamosque ��� esun cuantificadorexistencialqueocurreen £ y sean�E¤ � ��¥ � � � � � � ¦ las vari-
ablesqueocurrencuantificadasuniversalmenteantesdelcuantificador�E� . Esdecir, tenemosla siguiente
fórmula �6��¤ �)��¥ � � � �6� ¦E���4§u� �@� ��¤ � ��¥ � � � � � � ¦E�
Considerarun nuevo śımbolodefunción � dearidad̈T� Paraeliminar ��� reemplazartodaocurrenciade
la variable � por ��� �E¤ � ��¥ � � � � � � ¦)� . Entoncesnosquedala fórmula

�   �	�6��¤ �6� ¥ � � � �6� ¦�§�� ��� ��¤ � � ¥ � � � � � � ¦E�6� �E¤ � ��¥ � � � � � � ¦E�6�
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Si la fórmula © esdel tipo ªE«6¬u «6®
esdecir, nohaycuantificadoresuniversalesantesde

ªE«@¯
entoncessustituimosla variable

«
porunanueva

constante°)± Entoncesnosquedala fórmula ²=³6´ ¬u ° ® ±
La fórmula

² ³
determinadaesla fórmulabuscada.

Ahoradebemosprobarque

²�µ�² ³
±

Supongamosque
²�´	¶6·�¸ ¶)·�¹

± ± ±
¶6· º ª�«4»	 «@¯ ·E¸ ¯ ·�¹ ¯ ± ± ± ¯

· º ®6¯
donde

»
esun predicadodearidad¼�½�¾ . Supongamosque ¿ esun modelode

²
. Esdecir,

¿ÁÀ
¶)·E¸ ¶6· ¹

± ± ±
¶)· º ªE«=»	 «@¯ ·�¸ ¯ · ¹ ¯ ± ± ± ¯

· º ® ±
Debemosprobarqueexisteunmodelo¿

³
tal que

¿
³
À
¶)·E¸ ¶)·�¹

± ± ±
¶)· º »	 Â� ·E¸ ¯ ·�¹ ¯ ± ± ± ¯

· º ®6¯ ·�¸ ¯ ·�¹ ¯ ± ± ± ¯
· º ®

donde
Â

esun nuevo śımbolodefunción dearidad¼H±
Como ¿ÁÀ

²
, entoncesparatodasecuencia°

¸ ¯ °
¹ ¯ ± ± ± ¯ °

º�Ã�Ä
severificaque

¿ÁÀ ªE«=»	 «@¯
·�¸ ¯ · ¹ ¯ ± ± ± ¯

· º ®2Å °
¸ ¯ °
¹ ¯ ± ± ± ¯ °

º�Æ
Entonces,eisteun elementoÇ

Ã�Ä
tal que

¿ÈÀ »	 «@¯
·E¸ ¯ · ¹ ¯ ± ± ± ¯

· º ®2Å Ç ¯ °
¸ ¯ °
¹ ¯ ± ± ± ¯ °

º�Æ ¯
esdecir  Ç ¯ °

¸ ¯ °
¹ ¯ ± ± ± ¯ °

º ® Ã »�É
(5.1)

Definimosun nuevo modelo ¿
³

agregandoal modelo ¿ unanueva función n-aria
Â ÉËÊ Ä º Ì Ä

definidapor Â É  °
¸ ¯ °
¹ ¯ ± ± ± ¯ °

º ® ´ Ç
donde °

¸ ¯ °
¹ ¯ ± ± ± ¯ °

º
esunasecuenciaarbitrariay Ç esel elementotal que

 °
¸ ¯ °
¹ ¯ ± ± ± ¯ °

º ¯ Ç
º Í@¸ ® Ã » É ±

Tal elementoexistepor (5.1).
Probemosahoraque

¿
³
À
¶6·�¸ ¶)·�¹

± ± ±
¶6· º »	 Â� ·E¸ ¯ ·�¹ ¯ ± ± ± ¯

· º ®2¯ ·�¸ ¯ · ¹ ¯ ± ± ± ¯
· º ® ±

Esdecir, debemosprobarqueparacualquiersecuencia°
¸ ¯ °
¹ ¯ ± ± ± ¯ °

º�Ã�Ä
,

¿
³
À »	 Â�

·�¸ ¯ · ¹ ¯ ± ± ± ¯
· º ®6¯ ·E¸ ¯ ·�¹ ¯ ± ± ± ¯

· º ®2Å °
¸ ¯ °
¹ ¯ ± ± ± ¯ °

º�Æ ¯
lo queesequivalenteaprobarqueparacualquiersecuencia°

¸ ¯ °
¹ ¯ ± ± ± ¯ °

º�Ã�Ä
, Â4 °

¸ ¯ °
¹ ¯ ± ± ± ¯ °

º ®6¯ °
¸ ¯ °
¹ ¯ ± ± ± ¯ °

º ® ´  Ç ¯ °
¸ ¯ °
¹ ¯ ± ± ± ¯ °

º ® Ã »�É=¯
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peroestoesinmediatopor (5.1).Comola secuenciaÎEÏ Ð Î�Ñ Ð Ò Ò Ò Ð Î Ó esarbitraria,entoncestenemosqueÔËÕ Ö�×6Ø Ï ×)Ø Ñ Ò Ò Ò ×6Ø Ó�Ù	Ú Û�Ú Ø Ï Ð Ø Ñ Ð Ò Ò Ò Ð Ø ÓEÜ2Ð Ø Ï Ð Ø Ñ Ð Ò Ò Ò Ð Ø ÓEÜ6Ò
La pruebaenla otradireccíon essencillay sedejaa cargo del lector. Ý

Si Þ esunafórmula,entoncesvamosa denotarcon ß�à�Ú Þ4Ü al conjuntode cláusulas de unafor-
ma normalde Skolem asociadaa la fórmula Þ . Notemosquela forma clausularde unafórmulano es
necesariamentéunica.

Inmediatamenteobtenemosel siguientecorolarioel cualnosdaunmétodoparadeterminarla validez
deunafórmula.

Corolario 5.7 SeaÞ una fórmula.EntoncesÞ esinsatisfaciblesi y sólo si cualquierformaclausular
asociadaß�à�Ú Þ4Ü esinsatisfacible.

Ejemplo 5.8 Dadala siguientefórmula

Þ�á�â�ã ×6Ø Ù�Ú ã@Ð Ø ÜHä ×6Ø â�ã6Ù	Ú ã@Ð Ø Ü2Ð
determinarunafórmulaenla formaclausularÞ Õ tal que Þ�å�Þ Õ Ò

PrimerosconvertimosÞ enla formaprenexa.

1. âEã ×)Ø Ù	Ú ã@Ð Ø ÜHä ×6Ø â�ã6Ù�Ú ã@Ð Ø Ü
2. âEã ×)Ø Ù	Ú ã@Ð Ø ÜHä ×6æ â)ç Ù�Ú çEÐ æ Ü
3. èTâ�ã ×6Ø Ù�Ú ã@Ð Ø Ü2é ×6æ â)ç Ù	Ú çEÐ æ Ü
4.
× ã6â Ø èTÙ�Ú ã@Ð Ø Ü2é ×6æ â)ç Ù	Ú çEÐ æ Ü

5.
× ã6â Ø ×6æ â)ç èHÙ	Ú ã@Ð Ø Ü2é�Ù	Ú çEÐ æ Ü

Ahora reemplazamoslos cuantificadoresexistencialespor apropiadasfuncionesde Skolem para
obtenerla deseadafórmula Þ Õ × ã ×6æ èTÙ�Ú ã@Ð Û�Ú ã6Ü Ü2é�Ù	Ú ê4Ú ã@Ð æ Ü2Ð æ Ü2Ò
Alternativamente,cuandollegamosal paso4 anterior:

× ã6â Ø èTÙ�Ú ã@Ð Ø Ü6é ×6æ â)ç Ù	Ú çEÐ æ Ü eliminamoslos
cuantificadoresexistencialesporapropiadasfuncionesdeSkolem,obteniendootrafórmula Þ Õ Õ× ã6èTÙ�Ú ã@Ð Û�Ú ã6Ü Ü2é ×6æ Ù	Ú ê4Ú æ Ü2Ð æ Ü2Ò
De estaformaempleamosfuncionesdeSkolemdemenoraridad.

Ejemplo 5.9 Convertir la siguientefórmulaaunafórmulaenla formaclausular.

Þ�á × ã�Ú Ù	Ú ã6ÜHäuë�Ú ã6Ü ÜHä�Ú × ã6Ù�Ú ã6ÜHä × ã6ë	Ú ã6Ü Ü2Ò
1.
× ã�Ú Ù	Ú ã6ÜHäuë	Ú ã6Ü ÜHä × ã6Ù	Ú ã6ÜHä × ã6ë�Ú ã6Ü6Ò
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2. ì6í�î ï	î í6ðHñuò	î í6ð ðHñ�ì6óEï�î óEðHñ�ì2ô ò	î ô ð6õ
3. öEí�î ï	î í6ð2÷�øHò�î í6ð ð2ù�öEóEøHï	î óEð2ù�ì2ô ò	î ô ð6õ
4. î ï	î ú�ð@÷�øTò	î ú�ð ð2ù�øTï	î û ð2ù�ì2ô ò	î ô ð6õ
5. ì2ô�î î ï	î ú�ð@÷�øHò�î ú�ð ð2ù�øTï�î û ð6ù�ò	î ô ð ð6õ
6. ì2ô�î î ï	î ú�ð2ù�øHï	î û ð2ù�ò�î ô ð ð2ù�î øTò	î ú�ð2ù�øHï	î û ð6ù�ò	î ô ð ð ð2õ

La formaclausularasociadaes ü�ý�î þ4ð�ÿ�� ï	î ú�ð2ù�øTï	î û ð2ù�ò�î ô ð�� øHò�î ú�ð2ù�øHï	î û ð2ù�ò�î ô ð ��õ
Ejemplo 5.10 Estudiarsi la fórmula þ ÿ`ì)í�î ï	î í6ðHñ�ò	î í6ð ð�ñ î öEí6ï�î í6ðHñuöEí6ò	î í6ð ð es lógica-
menteválida.Recordemosque þ eslógicamenteválidasi y sólo si ø@þ esinsatisfacible.Porel Corolario
anterior ø@þ esinsatisfaciblesi y sólo si cualquierformaclausularü�ý î ø@þ4ð esinsatisfacible.Aplicamos
estaúltimaequivalenciaparadeterminarsi þ esválida. Determinemosü�ý î ø@þ4ð

1. øHþ�ÿ�ø�� ì)í�î ï	î í6ðHñuò�î í6ð ðTñ�î öEí6ï	î í6ðTñuö�í6ò�î í6ð ð �
2. ì6í�î øHï	î í6ð2ù�ò�î í6ð ð@÷�öEóEï�î óEð@÷�øTöEô ò�î ô ð
3. ì6í�î øHï	î í6ð2ù�ò�î í6ð ð@÷�ï	î ú�ð@÷�ì2ô øHò�î ô ð
4. ì6íEì6ô�� î øHï	î í6ð2ù�ò�î í6ð ð@÷�ï	î ú�ð@÷�øTò	î ô ð �

Luego, ü�ý�î øHþ4ð�ÿ	� øHï	î í6ðHù�ò�î í6ð�� ï	î ú�ð
� øHò�î ô ð ��õ En buscade unacontradiccíon suponemos
queexisteun modelo � tal que ��	ü�ý�î øHþ4ð6õ Entoncessedebecumplir que ��	øHï	î í6ð@ù�ò�î í6ð ,���Ëï	î ú�ð y ���ËøTò	î ô ð
� lo que es evidentementeuna contradiccíon. Por lo tanto ü�ý�î øHþ4ð es
insatisfacibley enconsecuenciaþ esválida.

5.2. Modelosde Herbrand

El objetivo deestaseccíon esintroducirun tipo particulardemodelo,llamadomodelodeHerbrand,
queesespecialmenteimportanteen la seḿanticade la programacíon lógica.Estosmodelosest́an con-
struidosa partir del conjuntode términoscerrados(términossin variables)del lenguajeconsiderado,a
partir delconjuntodetérminosqueocurrenenunconjuntodefórmulas.

El resultadomásimportantequeprobaremosenestapartedicequeun conjuntodecláusulastienen
unmodelosi y sólo si tieneunmodelodeHerbrand.A partirdeesteresultadosededucequeunconjunto
decláusulasesinsatisfaciblesi y sólo si no tienemodelosdeHerbrand.Paraciertoscasosdefórmulas
estonosdá unprocedimientoparaaveriguarsi unafórmulaesunafórmulalógicamenteválida.

Definición 5.11 Sea� un lenguajedeprimerorden.El conjuntodelos términoscerradosde � sellama
el universodeHerbrandy lo simbolizaremoscon ��î ��ð . Esdecir,

1. si ����� , entonces�����	î �,ð
2. si � � � � � � õ õ õ � � ������î �,ð y � esun śımbolodefunción � -ario,entonces�4î � � � � � � õ õ õ � � �Eð����	î �,ð6õ
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Si ���! #" entoncesiniciamosel universodeHerbrand$&% '�( conun nuevo śımbolodeconstante) *
Loselementosde $&% '+( tambíensonllamadosgroundtérminos.

Definición 5.12 Sea ' un lenguajede primer orden.La basede Herbrand, en śımbolos ,-% '�( , esel
conjuntodelasfórmulasatómicascerradasde ' siguiente:,!% '+(.��/ 01% 2 3 " 2 4 " * * * " 2 56(�7 2 8:9�$&% '�( ;."
donde0 esun predicado< -ario.

Los elementosde ,!% '+( sedenominangroundfórmulasatómicas.Lasdefinicionesanteriorestam-
biénseaplicanaconjuntosdecláusulas.

Ahoradefinimosconceptosańalogosperoreferidosaunconjuntodecláusulas.

Definición 5.13 Sea= un conjuntodecláusulas.El universodeHerbrand de =:" enśımbolos $1% =.( , es
el conjuntodetérminoscerradosde = . Esdecir,

1. Si ) esun śımbolodeconstantequeapareceen = , entonces)�9�$1% =.(
*
2. Si 2 3 " 2 4 " * * * " 2 5�9�$1% =.( y > esunśımbolodefunción < -arioqueapareceen = , entonces>?% 2 3 " 2 4 " * * * " 2 56(+9$1% =:(
*

La basedeHerbrand de = , en śımbolos ,!% =.( , esel conjuntode las fórmulasatómicascerradassigu-
iente: ,!% =.(.��/ 01% 2 3 " * * * " 2 56(�7 2 8:9�$&% =:( ;."
donde01% 2 3 " * * * " 2 56( esunpredicado< -arioqueocurreen =:*

Es importanteremarcarquela basede Herbrandest́a formadapor todaslas instanciasde fórmulas
atómicasde = dondelos términossontomadosdeluniversodeHerbrand.

Ejemplo 5.14 Sea ' un lenguajede primer ordenquetieneun śımbolo de constante) " un predicado
binario 0�" un predicadounario @ y sin śımbolosdefunción.Entonces$1% '+(A�B/ ) ;,-% '�(A�B/ 01% ) " ) (�" @1% ) ( ;�*
Ejemplo 5.15 Sea' unlenguajedeprimerordenquetienedosśımbolosdeconstante) y CD" unpredicado
binario 0�" un predicadounario @ y śımbolodefunción unario >D* Entonces$1% '�(A�E/ ) " CD" >?% ) (�" >?% C#(
" >?% >F% ) ( (�" >?% >?% C ( (
" * * * * * ;

,!% '+(G�E/ 01% ) " ) (�" @-% ) (
" 0-% ) " C (�" @-% >F% ) ( (�" 01% >?% >?% ) ( (
" C (�" * * * * * * ;�*
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Ejemplo 5.16 Consideremoslos siguientesconjuntosdecláusulasHJI�K�L M1N O#P�Q�R:M1N S P
T R.U1N V P�Q�R:M1N S P W
H�X+K�L R:M1N ODT Y?N ZJT [6P P�Q�M-N S T Y?N ZJT [6P P W

Entonces \ N HJI PAKEL ODT S W] N HJI PGKEL M1N O#P
T M-N S P
T U-N O#P�T U1N S P W\ N H�X PAKEL ODT S T Y?N ODT O#P
T Y?N ODT S P�T Y?N S T S P�T Y?N Y?N ODT S P�T O#P
T ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ W] N H�X PGKEL M1N ODT S P
T M1N ODT O#P
T M-N Y?N ODT S P�T S P�T M1N ODT Y?N ODT S P P
T ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ W
Definición 5.17 Una estructura de Herbrand en un lenguaje _ KG` a:T b�T ced es un modelo f	g Kh6i T aJj�T b�jFT cej�k

donde

1.
i K \ N _ P

2. ParacadalFm a:T entoncesl j K l
3. Paracada

Y m c ,
Y j N n I T n X T ^ ^ ^ T n o6P.K�Yep n j I T n jX T ^ ^ ^ T n jo:q ^

Esdecir, unaestructuradeHerbrandenel lenguaje_ esun modelocuyouniversoesel universode
Herbrandy dondela interpretacíon delostérminosesfija. Podemoselegir librementela interpretacíon de
losśımbolosrelacionalesfijandoalgúnsubconjuntodefórmulasatómicas.EnunaestructuradeHerbrand
la validezdefórmulasquedadeterminadapor un subconjuntode la basedeHerbrand.De acuerdoa la
eleccíon del subconjuntotendremosqueciertasfórmulaspuedenserválidaso no.Másprecisamente,siM1N n I T ^ ^ ^ T n o6P m ] N _ P e rts ] N _ P
T entoncesfug1v M1N n I T ^ ^ ^ T n oDPJwxM1N n I T ^ ^ ^ T n o6P m�r ^
Observemosquela fórmulaatómica

M-N n I T ^ ^ ^ T n oDP
escerrada, esdecir, no tienevariables.En los argu-

mentosdelos términosqueocurrenenla fórmulaatómicasolopuedenocurrir constantes.Lasfórmulas
atómicasválidasenunaestructuradeHerbrandsonlasfórmulasatómicastal queexistealgunainstancia
cerradadeella quepertenecenal conjuntoelegido. Conestadefinicíon, sedeterminala validezdeuna
fórmulaenformarecursiva.

Definición 5.18 Seay unafórmulao un conjuntode cláusulas.Una estructurade Herbrandf esun
modelodeHerbrandpara y si esunmodelode y T esdecirsi fzv�y ^

Veamosalgunosejemplos.

Ejemplo 5.19 Sea_ unlenguajedeprimerordencontresśımbolosdeconstantes
ODT S

y l , dospredicados
unarios

M
y
U

y un predicadobinario { ^ Entonces\ N _ PAKEL ODT S T l W
] N _ PGK}| M1N O#P
T M1N S P�T M1N l P�T U1N O#P
T U-N S P
T U-N l P�T { N ODT O#P�T { N S T S P{ N l T l P�T { N ODT S P
T { N S T O#P
T { N ODT l P�T { N l T O#P
T { N S T l P
T { N l T S P�~
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Un ejemplodeestructuradeHerbrandes����� ���.���
�&� �+�
� ���F� ����� �e�J�
donde �#��� �6� � � ��� ��� �6� �!� ��� �J� �6� �!� �
Fijandoun subconjunto� de � � �+� obtenemosun modelode Herbrand.Porejemplo,podemostomar� ����� �1� � �
� �1� � � � ��� �&� � � � � ���

A mododeejemplocomprobemossi la fórmula  �1¡D¢£� �1� ¢
��¤�¥.¦1� ¢
� �
esválidaenel modelodeHerbrand

�§�J� ���
�
Debemosprobarque�§�J� ����¨�¡D¢£� �1� ¢
��¤�¥.¦1� ¢
� �ª©

paratodo «e¬ �1� ���
�6����� ����¨��1� ¢
�
¤�¥:¦-� ¢
�� « ®©
paratodo «e¬ �1� ���
�6����� ����¨��1� ¢
�� « ® o
paratodo «e¬ �1� ���
�6����� ����¨�¥:¦-� ¢
�� « ®

Si « � � , ����� ����¨��1� ¢
�� � ® � pues
�1� � � ¬�� � � Entonces

����� ���J¨��1� ¢
��¤�¥.¦1� ¢
�� � ®
Si « �!� , �§��� ����¨�¥.¦1� ¢
�� � ® � pues

¦1� � �F¯¬�� � � Entonces,
����� ���J¨��1� ¢
��¤�¥.¦1� ¢
�� � ® �

Si « �!� � �§�J� ����¨��1� ¢
��¤�¥:¦-� ¢
�� � ® pues
¦-� � �F¯¬�� � � Porlo tanto,

����� ���J¨   �
Otrainterpretacíon sepodŕıa darfijandoel subconjunto�
° ��� �1� � ��� ¦1� � ��� ¦1� � ��� �1� � � � � �.�

Ejemplo 5.20 Consideremosla siguientecláusula± ��� ¥:�1� � � ²?� ¢J� ³6� ��¤��1� � � ²?� ¢J� ³6� � �.� Entonces,�1� ± �.��� � � � � ²?� � � � ��� ²F� � � � �
� ²?� � � � �
� ²?� ²?� � � � �
� � ��� � � � � � � � �� � ± �.��� �1� � � � �
� �-� � � � ��� �1� ²?� � � � �
� � �
� �-� � � ²?� � � � � �
� � � � � � � � ���
ParadefinirunmodelodeHerbrandfijamosunsubconjuntodela basedeHerbrand� � ± ��� Porejemplo,� ��� �1� � � ²?� � � � � ��� �1� � � ²?� � � � � �
� �-� � � ²?� � � � � �
� �1� � � ²?� � � � � � �.�
Conestainterpretacíon severificaque�´� ����¨�¥:�1� � � ²?� ¢J� ³6� ��¤��1� � � ²?� ¢J� ³6� �
�
esdecir, �´� ���J¨�¡
¢6¡D³�� ¥:�1� � � ²?� ¢J� ³6� ��¤��1� � � ²F� ¢J� ³6� � �
Quedacomoejerciciocomprobarestaafirmacíon.

Ahoraprobaremosel teoremamásimportantedeestaseccíon. Recordemosquesi µ esun conjunto
defórmulasy

�
esun modelo,la notacíon

�¶¨ µ significaquetodaslasfómulasde µ sonválidasen
el modelo

�
, esdecir

�·¨  
paratoda

  ¬�µ �
Teorema5.21(deHerbrand) Sea ± un conjuntode cláusulas.Entonces± tieneun modelosi y sólo
si± tieneunmodelodeHerbrand.
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Demostracíon. Supongamosque ¸ esunmodelode ¹ . Como ¹&º�» ¼�½ ¾ ¼+¿ ¾ À À À ¾ ¼�Á
¾ À À À Â�¾ entonceşzÃ¼.Ä paratodo ÅFº	Æ ¾ À À À ¾ Ç.À Debemosdeterminarun modelode Herbranḑ´È É�Ê tal que ¸´È É�Ê+Ã!¼�Ä ¾
paratodo Å?ºuÆ ¾ À À À ¾ Ç.À El modelode Herbrandquedafijado si tomamosun subconjuntode la basede
HerbrandË-È ¹:Ê de ¹ . Consideremosel siguientesubconjuntoÌ de Ë-È ¹:ÊÌÍº�» Î1È Ï ½ ¾ À À À ¾ Ï Á6Ê+Ð�Ë!È ¹:Ê�Ñ�¸zÃ�Î1È Ï ½ ¾ À À À ¾ Ï ÁDÊ Âº�Ò.Î1È Ï ½ ¾ À À À ¾ Ï Á6Ê�Ð�Ë!È ¹.Ê�Ñ
Ó Ï Ô ½ ¾ À À À ¾ Ï ÔÁJÕ Ð�ÎFÔ�Ö�À

El conjunto Ì esel subconjuntode la baseË!È ¹.Ê formadopor todaslas fórmulasatómicasválidas
enel modelo, ¸´È É�Ê�Ã�Î1È Ï ½ ¾ À À À ¾ Ï Á6ÊJ×ª¸zÃ�Î1È Ï ½ ¾ À À À ¾ Ï Á6Ê y Î-È Ï ½ ¾ À À ¾ Ï Á6Ê�Ð�Ì�À
Observemos,queinicialmente,no todaslas fórmulasde Ë!È ¹.Ê tienenqueserválidasenel modelo ¸ .
Consideremosunacláusula¼.Ä:Ð�¹ . Como ¼�ÄJº�ØÚÙ Ä Û ¾ dondeÙ Ä Û sonliterales,entoncesÙ Ä Û¸zÃ�¼.Ä§×Ü¸zÃ�Ù Ä Û , paraalgún Ù Ä ÛFÐ�¼�Ä×Ü¸´È É�ÊJÃ�Ù Ä Û×Ü¸´È É�ÊJÃ�¼.Ä
Comolo anterioresválido paracualquiercláusula¼�Ä:Ð�¹ , entonceş́ È É�ÊJÃ�¹:À

La rećıprocaesinmediata. Ý
Observación. En general,el teoremaanterior no es válido para fórmulas. Por ejemplo, supon-
gamostenerla fórmula Þ º!Î-È ß#ÊJà�á6â
ã:Î1È â
Ê
À
El universodeHerbrandde

Þ
es ä È Þ Ê�º�» ß6Â

y la basedeHerbrandde
Þ

es Ë!È Þ Ê�º�» Î-È ß#Ê Â.À
Los posiblesmodelosdeHerbrandde

Þ
sedeterminanconociendotodoslos posiblessubconjuntosdeË-È Þ Ê . En estecasosolotenemosdosposiblessubconjuntosÌJ½�º!å
Ì�¿+º�» Î1È ß#Ê Â.À

Esdecir, podemosdefinirdosposiblesmodelosdeHerbranḑ�½�È É�Ê y ¸u¿JÈ É�Ê
¾ donde¸�½�È É�ÊDæ1Î1È ß#Ê
¸§¿JÈ É�ÊJÃ�Î1È ß#Ê
À

Enelprimermodelo,como̧�½�È É�ÊDæ1Î1È ß#Ê
¾ entonceş§½JÈ É�Ê6æ Þ À Enelsegundomodelo,̧§¿JÈ É�ÊJÃÎ1È ß#Ê y en consecuencia̧§¿JÈ É�Ê�æAã:Î1È ß#Ê
À Esto implica que, ¸§¿JÈ É�Ê�æGá6â
ã:Î1È â
Ê
À Es decir,
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çuè:é ê�ëFìuí£î
Por lo tanto

í
no tiene modelosde Herbrand.Peroveamosahoraque

í
si tiene un

modelo.Sea
ç

el modelodondeel universoes ï	ðòñ ó#ô õ ö , ÷#ø!ðÚó y ù?ø!ðòñ ó#ö la interpretacíon del
predicadoù î Como óeú�ùFø , entonces ç·û ù é ÷ ë
î
Como õ�üú�ù ø , entonces ç�ì ù é õ ë ô
esdecir çzû�ý6þ
ÿ ù é þ
ë
î
Porlo tanto, ç·û�í£î

Del TeoremadeHerbrandy del TeoremadeSkolempodemosdeducirel siguientefundamentalre-
sultadoel cualnosproporcionaun métodoparadeterminarsi unasentencia

í
eslógicamenteválida.

Teorema5.22 Sea
í

unasentencia. Entonceslas siguientescondicionessonequivalentes:

1.
í

esválida,

2.
ÿ:í

esinsatisfacible

3. Cualquierformaclausular ��� é ÿJíFë de
í ô esinsatisfacible.

4. Cualquierformaclausular ��� é ÿJíFë de
í

no tienemodelosdeHerbrand.

Ejemplo 5.23 Seanù y � dospredicadosunarios.Yasabemosquela fórmula
í ð�� þ£é ù é þ
ë�� � é þ
ë ë��é � þ ù é þ
ë�� � þ � é þ
ë ë esunafórmulalógicamenteválida.Podemosllegara la mismaconclusíon apli-

candoel teoremaanterior. Paraello consideremosla formanormalconjuntiva dela negacíon de
í
	ÿ:í ð ÿ�� � þ£é ù é þ
ë�� � é þ
ë ë��Gé � þ ù é þ
ë�� � þ � é þ
ë ë � � þ?é ÿ ù é þ
ë�� � é þ
ë ë�� � þ ù é þ
ë���ÿ � þ � é þ
ë� � þ?é ÿ ù é þ
ë�� � é þ
ë ë�� ���6ù é þ
ë���ÿ ��� � é þ
ë� � þ?é ÿ ù é þ
ë�� � é þ
ë ë�� ���6ù é � ë���ý � ÿ � é � ë

Unaformaclausularde
ÿ:í

es

��� é ÿ:íFë ð�ñ ÿ ù é þ
ë�� � é þ
ë ô ù é � ë ô ÿ � é ÷ ë ö î
Ahoradeterminamosel unicversodeHerbrandy la basedeHerbrandde ��� é ÿJíFë�	

� é ��� é ÿJíFë ë ðEñ ÷6ö
� é ��� é ÿJíFë ë ðEñ ù é ÷ ë ô � é ÷ ë ö î

LosposiblesmodelosdeHerbrandpara��� é ÿ:íFë est́andeterminadosporlossubconjuntosde
� é ��� é ÿJíFë ë�	��� ð��6ô � è ð�ñ ù é ÷ ë ö#ô � è ð�ñ ù é � ë ö y

�� ð�ñ ù é ÷ ë ô � é ÷ ë ö î Ahoraessencillocomprobarqueninguna
estructuradeHerbrandesunmodelodeHerbrandpara ��� é ÿ:íFë
î Porlo tanto,

ÿJí
esinsatisfacible,o lo

queeslo mismo,
í

esválida.
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5.3. " -satisfacibilidad

Definición 5.24 Unacláusulacerradaesunacláusulasin variables.Esdecir, esunacláusuladondeen
losargumentosdelosśımbolosdepredicadossoloaparecentérminoscerrados.Un conjuntodecláusulas
cerradasesun conjuntodecláusulascerradas.

Si # esun conjuntode cláusulasy ! esun conjuntode términoscerrados,entonces!%$ #�& esel
conjuntodeinstanciasdecláusulasde # dondelasvariableslibresqueocurrenen # hansidosustituidas
por términoscerradosdel conjunto !�'
Ejemplo 5.25 El siguienteesunconjuntodecláusulascerradas

#)(+* !%$ ,�- . &�-�/�$ . &�021%$ 3�$ ,4& & 54'
Ejemplo 5.26 Sea#)(+* !�$ ,�- 6�&�0�7�1%$ 6�&�-�/�$ . &�021%$ 6�&�-�7�/)$ ,4&�0�!�$ 6�- 89& 5 unconjuntodecláusu-
las.El conjuntodeconstantesqueocurrenen # es * ,�- . 5�' Recordemosquetodaconstanteesuntérmino.
Si !:(+* ,95�- entonces

!%$ #�&�(+* !�$ ,�- ,4&�027�1%$ ,4&�-9/�$ . &�021%$ ,4&�-�7�/)$ ,4&�02!�$ ,�- ,4& 5�'
En un conjuntode cláusulascerradaslas fórmulasatómicasqueocurrenen # puedensertratadas

comovariablesproposicionales.De estamanerapodemosrelacionarla satisfacibilidadde un conjunto
decláusulascerradasconla satisfacibilidaddeunconjuntodevariablesproposicionales.En lo quesigue
precisaremosestarelacíon.

Definición 5.27 Sea # un conjuntode cláusulascerradas.Diremosque # esproposicionalmentesat-
isfacible, o quees ; -satisfacible, si # essatisfacible comoun conjuntode cláusulasproposicionales,
dondelasfórmulasatómicascerradas!�$ < = - ' ' ' - < >9& queocurrenen # sontratadascomovariablesproposi-
cionales.

Ejemplo 5.28 Consideremosel siguienteconjuntodecláusulascerradas

#)(+* !�$ ,�- . &�02/�$ . &�-�7�/)$ . &�021%$ ,4&�-9/�$ . &�027�1�$ ,4& 5�'
Lasfórmulasatómicasqueocurrenen # son

!�$ ,�- . &�-�/)$ . &�-�1%$ ,4&�'
Llamando;�=?(@!�$ ,�- . & , ;�A?(@/�$ . & y ;�BC(@1%$ ,4&�- entonces# puedeserconsideradocomoun con-
junto decláusulasproposicionales#�D�(@* ;�=�0�;�A -�7�;�A�0�;�B - ;�A�0�7�;�B 5�' Essencillocomprobarquela
valuacíon E definidapor EF$ ;�= &�(HG , EF$ ;�A &�(HG y EI$ ;�B &�(JG satisfaceal conjunto #�D ' Por lo tanto,el
conjuntodecláusulascerradas# es; -satisfacible.

Lema 5.29 Sea# un conjuntodecláusulascerradas.Entonces# es ; -satisfaciblesi y sólo si tieneun
modelodeHerbrand.
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Demostracíon. L%M Sea N un conjuntode cláusulascerradasO -satisfacible. Luego existe una val-
uacíon P tal que paracadafórmula atómica K�Q R S T U U U T R V9M que ocurreen N�T�PFQ K�Q R S T U U U T R V9M M)WYX o
PIQ K�Q R S T U U U T R V9M M�W�Z4U Consideremosel subconjunto[ de \%Q N�M siguiente

[]W+^ K%Q R S T U U U T R V9M�_ PIQ K�Q R S T U U U T R V9M M�W:X `�U
Esclaroqueel modelodeHerbrandaJb�Q N�M generadopor el conjunto [ esun modelode N , esdecir,
aJb�Q N�M�cdN�Ue M Supongamosque N tieneun modelode Herbrandafb�Q N�M paraun subconjunto[hgH\%Q N�M�U
Definimosla valuacíon P por

PIQ K�Q R S T U U U T R V9M M�W:X�ihK�Q R S T U U U T R V9M�j2[�U
Esclaroque N bajoestavaluacíon esO -satisfacible. k
Ejemplo 5.30 Consideremosel siguienteconjuntodecláusulas

N)W+^ K�Q l�T m M�n2o�Q m M�T�p�o)Q m M�n2q%Q l4M�T9o�Q m M�n2p�q�Q l4M `�U
Determinemosel universodeHerbrandy la basedeHerbrandde N :

r Q N�MsWt^ l�T m `
\%Q N�MsWt^ K�Q l�T l4M�T K%Q l�T m M�T K%Q m T l4M�T K�Q m T m M�T q�Q l4M�T q%Q m M�T o�Q l4M�T o�Q m M `�U

Comohemosvistoenel ejemploanterior, el conjuntoN esO -satisfacible.Ahora,deacuerdoconel Lema
anterior, N debetenerun modelodeHerbrand.Esdecirdebeexistir, al menos,un subconjunto[ de la
basedeHerbrandtal que aJbdQ udM�cdN�U Observemosqueel conjunto

[�S�W+^ o)Q m M�T q�Q l4M `
defineunaestructuradeHerbrandafb v�Q udM tal que aJb v�Q udM�c�N�U Notemostambíen queel conjunto
[�w)Wx^ K�Q l�T m M�T o�Q m M�T q%Q l4M ` tambíen defineun modelode Herbrandpara N�U Estees el modelode
Herbrandqueest́a asociadoa la valuacíon P definidaenel ejemploanterior.

Corolario 5.31 SeaN un conjuntodecláusulas(no necesariamentecerradas).Entonceslas siguientes
condicionessonequivalentes:

1. N tieneun modelodeHerbrand.

2.
r Q N�M�Q N�M esO -satisfacible(donde

r Q N�M�Q N�M denotael conjuntodetodaslas instanciascerradas
declaúsulasde N sobre el universo

r Q N�M ).
3. Todosubconjuntofinito N�y�g r Q N�M�Q N�M esO -satisfacible.

Demostracíon. X�Lxz9U Asumimosque N tieneunmodelodeHerbrandafb�Q N�M paraalgúnsubonjunto
de fórmulasatómicascerradas[sgf\%Q N�M�U Luego el modelo afb�Q N�M satisfacetambíen el conjuntor Q N�M�Q N�M de todaslas instanciascerradasde N sobre

r Q N�M , esdecir, aJb�Q N�M?c r Q N�M�Q N�M�U Por el
Lemaanteriorsesigueque

r Q N�M�Q N�M esO -satisfacible.
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|?}Y~ �
Si �)� ����� ��� es� -satisfacible,entoncesexisteunavaluacíon � tal que �I� ��� �I� ~ paratoda

cláusulacerradade ��� ����� ��� � Esdecir, paracadacláusulacerrada��� de ��� ����� ��� existeunafórmula
atómicacerrada{�� � � � � � � � � �9� ( {�� � � � � � � � � �9� esun elementode �%� ��� ) tal que �I� {�� � � � � � � � � ��� �C� ~ o
�I� ��{�� � � � � � � � � �9� ��� ~ � Entoncesesclaroqueel conjunto

� �+� {�� � � � � � � � � �9�����%� ����� �I� {�� � � � � � � � � �9� ��� ~ �
defineun modelodeHerbrand�f��� ��� de � .

Laspruebasde
|�}x�

y
�F}x|

sesiguenporel TeoremadeCompacidadparala lógicaProposicional.�

Considerandoa un conjuntode cláusulascerradascomoun conjuntode variablesproposicionales
podemosaplicarlo visto pararesolucíon proposicionala estecaso.En el siguienteresultadoresumimos
todo lo visto hastael momentoparadeterminarla insatisfacibilidadde un conjuntode cláusulas.Este
resultadoseaplicaaunafórmulatA peroutilizandoalgunaformaclausular���4� ���F� asociadaa ��� �

Teorema5.32 Sea� un conjuntodecláusulas.Entonceslas siguientescondicionessonequivalentes:

1. � esinsatisfacible.

2. � no tienemodelosdeHerbrand.

3. ��� ����� ��� es� -insatisfacible.

4. Existeun subconjuntofinito ���F����� ����� ���9� -insatisfacible.

5. Existeun subconjuntofinito ���F����� ����� ��� tal que ��������� .

De acuerdoconlos resultadosanterioressi un conjuntodecláusulas� no tieneun modelodeHer-
brand,entoncesno tienemodelos,esdecir, � esinsatisfacible.Perosi � es insatisfacibleentoncesla
fórmula � quedió origenal conjuntodecláusulas� esinsatisfacible,lo queesequivalentea decirque
��� esunafórmulaválida.Porlo tanto,unmétodoparasabersi unafórmula � esválidaesconsiderarla
negacíon ����� determinarunaformaclausularasociada���4� ���F� y estudiarsi tienemodelosdeHerbrand.
Si no tienemodelosdeHerbrandentonces��� seŕa insatisfacible.Estemétodono eseficiente,pues,por
ejemplo,si un conjuntode cláusulastieneun śımbolo de función entoncesel universode Herbrandes
infinito y enconsecuenciano podremosdeterminartodaslasposiblesestructurasdeHerbrand.En estos
casosdebemosmodificarel métodoo aplicaralgún razonamientoquenospermitadecirqueunconjunto
decláusulasesinsatisfaciblesinnecesidaddeconsiderartodoslos posiblesmodelosdeHerbrand.

Ejemplo 5.33 Comprobarqueel siguienteconjuntodecláusulasesinsatisfacible.

�)�+� {��  ���¡���¢%�  �� £4��� {�� £4��¡�¢�� ¤�� £4��� ��{�� ¤9� ���
Determinemoslos posiblesmodelosdeHerbrand

��� ���¥�t� £ �
�%� ���¥�t� {�� £4��� ¢%� £�� £4� �

76



5.3. ¦ -satisfacibilidad Capı́tulo 5. Teoŕıa de Herbrand

. LasposiblesestruturasdeHerbrandquedandefinidaspormediodelossiguientessubconjuntos

§�¨�©+ª ¦�« ¬4�® ¯�« ¬�® ¬4 °²± ¨�³ ¦�« ¬4�´C¯%« ¬�® ¬4
§�µ�©+ª ¯�« ¬�® ¬4 ° ± µ�³ ¯%« ¬�® ¬4 y ± µ�³d¶ ¦�« ¬4
§�·I©+ª ¦�« ¬4 ° ± ·�³ ¦�« ¬4 y ± ·�³¸¶ ¯%« ¬�® ¬4
§�¹I©+ª º ° ± ¹F©�¶ ¦�« ¬4�´ ¶ ¯%« ¬�® ¬4

Esclaroqueparatodo » ©:¼ ® ½ ½ ® ¾
±f¿ À�« ¦�« Á��Â ¶ ¯%« Á�® ¬4 �´�« ¦�« ¬4�Â�¯�« Ã�® ¬4 �´ ¶ ¦)« Ã9�®

Porlo tanto Ä esinsatisfacible.En consecuencia,la fórmula

Å ©�¶�Æ Á Æ ÃI« « ¦%« Á��Â ¶ ¯�« Á�® ¬4 �´�« ¦�« ¬4�Â�¯�« Ã�® ¬4 �´ ¶ ¦�« Ã9 
esunafórmulaválida.

Ahorautilizaremosla nocíon de Ç -satisfacibleparaarribara la mismaconclusíon.Primerodebemos
determinarel conjunto È)« Ä��« Ä� :

È)« Ä��« Ä� ©+ª ¦�« ¬4�Â ¶ ¯%« ¬�® ¬4�® ¦�« ¬4�Â2¯�« ¬�® ¬4�® ¶ ¦�« ¬4 °�½
Si llamamosÇ ¨F© ¦�« ¬4 , Ç µ�© ¯%« ¬�® ¬4 , entoncesel conjunto È�« Ä��« Ä� da lugaral siguienteconjunto
decláusulasproposicionales:

Ä�É ©+ª Ç ¨ Â ¶ Ç µ ® Ç ¨ Â�Ç µ ® ¶ Ç ¨ °�½
Esteconjuntoesinsatisfacible,puessi existeunavaluacíon proposicionalÊ tal que ÊI« Ä É  ©:¼ ® entonces
ÊI« Ç ¨ Â ¶ Ç µ  ©H¼ , ÊI« Ç ¨ Â�Ç µ  ©H¼ y ÊI« ¶ Ç ¨  ©H¼ . Esdecir, ÊI« Ç ¨  ©]Ë ® lo queimplica por la primera
igualdadque ÊI« Ç µ  ©@Ë ® peropor la segundaigualdad ÊI« Ç ¨ Â�Ç µ  ©@Ë ® lo queesun absurdo. Por lo
tanto Ä É esinsatisfacible.

Ejemplo 5.34 Probemos,aplicandoel Corolario5.31,queel conjuntodecláusulas

Ä ©+ª ¶�Ì « Á�® Ã9�Â ¶�Ì « Ã�® Á��® Ì « Í�« Á��® Í�« Ã9  °
esinsatisfacible.Consideremosel universoy la basedeHerbrandde Ä�Î
È�« Ä� ©+ª ¬�® Í�« ¬4�® Í�« ÍF« ¬4 �® ½ ½ ½ ½ °Ï « Ä� ©+ª Ì « ¬�® ¬4�® Ì « ÍF« ¬4�® Í�« ¬4 �® Ì « Í�« ÍF« ¬4 �® Í�« ÍF« ¬4  �® ½ ½ ½ ½ ® Ì « ¬�® Í�« ¬4 �® Ì « ÍF« ¬4�® ¬4�® ½ ½ ½ °�½
Consideremostambíen È)« Ä��« Ä�

È)« Ä��« Ä� ©+ª ¶�Ì « ¬�® ¬4�® Ì « Í�« ¬4�® Í�« ¬4 �® Ì « ¬�® Í�« ¬4 �Â ¶�Ì « ÍF« ¬4�® ¬4�® ½ ½ ½ ½ °�½
Observemosqueel subconjuntofinito de È�« Ä��« Ä�

Ä�Ð ©+ª ¶�Ì « Í�« ¬4�® Í�« ¬4 �® Ì « Í�« ¬4�® ÍF« ¬4  °
esinsatisfacible.Porlo tanto,aplicandoel Corolario5.31,podemosasegurarque Ä esinsatisfacible.
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Ejemplo 5.35 Probarqueel siguienteconjuntodecláusulasesinsatisfacible.

Ò)Ó+Ô Ñ�Õ Ö�×�Ø Ù�Ñ�Õ Ö�×�Ú�Û�Õ Ü�Õ Ö�× ×�Ø Ù�Û�Õ Ü�Õ Ý4× × Þ�ß
Determinemosel universoy la basedeHerbrandde

Ò�à
á Õ Ò × ÓtÔ Ý�Ø Ü�Õ Ý4×�Ø Ü�Õ Ü�Õ Ý4× ×�Ø ß ß ß ß Þ
â Õ Ò × ÓtÔ Ñ%Õ Ý4×�Ø Ñ�Õ Ü�Õ Ý4× ×�Ø Û�Õ Ý4×�Ø Û%Õ Ü�Õ Ý4× ×�Ø Ñ%Õ Ü�Õ ÜFÕ Ý4× × ×�Ø ß ß ß ß Þ

En estecasocomo
â Õ Ò × esinfinito no podemosdeterminartodoslos posiblesmodelosde Herbrand.

Por la mismaraźon tampocoessencilloaplicarla nocíon dep-satisfacible,perosi podemosemplearel
siguienterazonamiento:

Supongamosque ã esun modelode
Ò Ø esdecir

ãåä Ò ß
Entonces

ãåädÑ�Õ Ö�×�æ�Õ Ù�Ñ�Õ Ö�×�Ú2Û%Õ Ü�Õ Ö�× × ×�æCÙ�Û�Õ ÜFÕ Ý4× ×�ß
Pero, como ãåä¸Ù�Û%Õ Ü�Õ Ý4× × , entoncesãèç%Û�Õ Ü�Õ Ý4× × . Esdecir, ãèç%Û�Õ ÜFÕ Ö�× ×�ß

Además,como ãåä¸Ù�Ñ�Õ Ö�× Ú�Û�Õ Ü�Õ Ö�× × , entoncesãåädÙ�Ñ�Õ Ö�× , o lo queeslo mismo ãéç�Ñ�Õ Ö�×�ß
Enconclusíon,cualquiermodeloquesatisface Õ Ù�Ñ�Õ Ö�×�Ú2Û%Õ ÜFÕ Ö�× × × æ�Ù�Û%Õ Ü�Õ Ý4× × nosatisfaceÑ�Õ Ö�× .

Porlo tanto
Ò

esinsatisfacible.
Tambíen podemosintentardeterminaralgún subconjuntofinito

Ò�ê
de
á Õ Ò ×�Õ Ò × que admitauna

refutacíon (esdecir, si
Ò�ê�ë�ìdí

). Porejemplo,el conjunto

Ò�êIÓ+Ô Ñ�Õ Ý4×�Ø Ù�Ñ�Õ Ý4×�Ú2Û%Õ ÜFÕ Ý4× ×�Ø Ù�Û�Õ ÜFÕ Ý4× × Þ
admiteunarefutacíon y enconsecuencia

Ò
esinsatisfacible.
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Caṕıtulo 6

Resolucíon

En la seccíon anteriorhemosvisto queun conjuntofinito decláusulasî esinsatisfaciblesi y sólo si
no tienemodelosde Herbrand.En los casosdondela basede Herbrandesun conjuntofinito sepuede
determinartodoslosposiblesmodelosdeHerbrandde î�ï Peroenmuchoscasosestonoesposible.Ahora
vamosageneralizarel métododeresolucíonvistoparael cálculoproposicionala la lógicadepredicados.

6.1. Unificación

Ahora necesitamosampliarel métodode resolucíon a cualquierconjuntode cláusulas.En el caso
general,el métododeresolucíon incluyeunprocesodecámbiodevariablescomoveremosmásadelante.
Discutamosun ejemplo

Ejemplo 6.1 Consideremoslasdoscláusulassiguientes

ðIñ�ò�ó�ô�õ ö�÷ ø9ù�ú2û%õ ü�÷ ø9ù
ð�ý�ò�ô�õ ü�÷ ø9ù�ú�þ)õ ü�÷ ÿ ù ï

En estecasono podemosdeterminardirectamentela resolventede
ð�ñ

y
ð�ý

pues los literales
ó�ô�õ ö�÷ ø9ù

y
ô�õ ü�÷ ø9ù

no sonexactamentecomplementarios. Perosi sustituimosla variable
ü

por la constante
ö

en
lascláusulas

ð�ñ
y
ð�ý

obtenemoslascláusulas

ð��ñ ò�ó�ô�õ ö�÷ ø9ù�ú2û%õ ö�÷ ø9ù
ð �ý ò�ô�õ ö�÷ ø9ù�ú2þ)õ ö�÷ ÿ ù ï

En estecasosi podemosdeterminarla resolventede
ð �ñ

y
ð �ý

:��� ��� ð�ñ ÷ ð��ý � ò�û�õ ö�÷ ø9ù�ú2þ�õ ö�÷ ø9ù ï
El procesode sustitucíon del ejemploanteriorse justifica por el hechode que las cláusulasson

fórmulascuantificadasuniversalmente,esdecir

ðIñ�ò
	�ü�	�øIõ ó�ô�õ ö�÷ ø9ù�ú2û%õ ü�÷ ø9ù ù
ð�ý�ò
	�ü�	�øIõ ô�õ ü�÷ ø9ù�ú�þ)õ ü�÷ ÿ ù ù�÷
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6.1.Unificacíon Capı́tulo 6. Resolucíon

y por lo tanto �������
� ��� ��������� ��� � � esunainstanciade � � �
Ahoravamosa introducir formalmentela nocíon desustitucíon. ‘ ásadelantedefiniremosel proceso

deresolucíon generalendondeel procesodeunificacíon juegaun importantepapel.

Definición 6.2 Unasustitucíon esun conjuntofinito dereemplazossimultaneosdevariablespor térmi-
nos.Esdecir, unasustitucíon  esun conjuntofinito

 �"! #�$ % & $ � � � � � #�'�% & '�()�
donde#�* sonvariablesdistintasy & * sontérminosdistintos.

Sea + � + � #�$ � � � � � #�'�� un término, un literal, una cláusulao un conjuntode cláusulas,donde#�$ � � � � � #�' son todaslas variablesqueocurrenen + � La expresíon que resultadespuesde aplicaruna
sustitucíon  �"! #�$ % & $ � � � � � #�'�% & '�( a + es:

+� � + � #�$ � � � � � #�'��  � + � #�$ % & $ � � � � � #�'�% & '�� �
Porejemplo,si + � #,� ���-���
� #.���0/1� #,� 2�� ����� �3�
y  �"! #.%345� � �.� ��% � (
entonces +� ���
� 45� � � �.��/
� 45� � �.� 2�� � ��� �3� �
Definición 6.3 Sean  $-�"! #�$ % & $ � � � � � #�'�% & '�(
y  � �"! �3$ % 6 $ � � � � � �37 % 6 7 (
dossustituciones. La composicíon de  $ con  � esla sustitucíon  $  � definidapor

 $  � �"! #�* % & *  ��8 #�*)9�1& *  � ():;! � < % 6 < 8 � <=9�
#�* �3>)�@? � � � � � A,( �
Ejemplo 6.4 Consideremoslassiguientessustituciones

 $��"! #.% 45� ���.� ��% 45� �3�.� B % C�( � �"! ��% 2�� �3�.� C.% B�� D3%345� 45� �3� � ( �
Determinemos $  � �  $  � �"! #.% 45� 2�� �3� �.� ��%345� �3�.� C.% B�� D�% 4=� 45� �3� � ( �
Enlacomposicíonanteriorsehaeliminadolassustitucíon B % B puesesredundantey lasustitucíon ��% 2�� �3�
puesla variable� aparececomovariableenla primersustitucíon.
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6.1.Unificacíon Capı́tulo 6. Resolucíon

Definición 6.5 Sea EGFIH J K L M M M L J N�O un conjuntode literalescon el mismo śımbolo relacional.Una
sustitucíon P sediceun unificador de E si

J P�F�J Q P�F@R R R�F�J N�P M
Si existeun unificadorde E entoncesdecimosque E esunificable.

Un unificadorS sediceel unificadormásgeneral (umg)para E si cualquierotro unificador P puede
serobtenidode S por mediodeunacomposicíon conunasustitucíon T�M Esdecir: S esel umgpara E si
y solosi paracualquierotrounificador P existeunasustitucíon T tal que P�F1S�T�M
Ejemplo 6.6 Consideremoslas fórmulasatómicas U
V W,L X�Y y U
V Z�L [5V \ Y Y�M Un unificadormásgeneral
esla sustitucíon P�F"H W.] Z�L X�] [5V \ Y O)M
Observación. Si J K y J Q sondosliteralesunificables,entonceslosdossonpositivos(esdecirsonfórmulas
atómicas)o los dossonnegativos.Remarquemosquelos literales J K y J Q debentenerel mismośımbolo
relacional.Esdecir, paraque J K y J Q seanunificablesdebenserdela forma:

J K-F�U
V ^ K L M M M L ^ N�Y y J Q�F�U
V _ K L M M M L _ N�Y
o dela forma ` J K-F�U
V ^ K L M M M L ^ N�Y y

` J Q�F�U
V _ K L M M M L _ N�Y
dondê K L M M M L ^ N�L _ K L M M M L _ N sontérminos.

Ahoraestamosinteresadosendeterminarunmétodoparaencontrarun unificadormásgeneraldeun
conjuntodefórmulasatómicas.El algoŕıtmo queexpondremossedebea Robinson,y seconoceconel
nombredealgoŕıtmo deunificacíon deRobinson.

Definición 6.7 SeanE y a dosliteralesconsideradoscomounasucesíon deśımbolos.Seab la posicíon
en ámbassecuenciasde śımboloscomenzandopor la izquierdaen dondelas secuenciasdifierenen un
pardetérminosH ^ L ^ c O-L dondê-d0E y ^ c.d�aeM El par H ^ L ^ c O sellamael k-parnocoincidente.

Ejemplo 6.8 Consideremoslas fórmulasatómicas U
V W,L f�V X�Y.L g Y y U
V Z�L \�L g Y . EntoncesH W,L Z�O es el
1-parnocoincidentey H f�V X�Y.L \3O esel 2-parno coincidente.

Algor ı́tmo deUnificación. SeanE y a dosliterales

1. Iniciamosel algoŕıtmo con E�h�F1E y a�h�F�aeM
2. Supongamosque E�i y a�i hansido construidas.Sea H ^ L ^ c O un k-par no coincidentede E�i y a�i M

Si uno de los términosesunavariable W�i j�K y el otro términoesun término ^ i j�K tal que W�i�kml]d�n=Z o-V ^ i j,K Y entoncesdefinimos P i,F"H W�i j�K ] ^ i j�K O
y calculamos

E�i j,K-F1E�i P ia�i j�K-F�a�i P i M
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6.1.Unificacíon Capı́tulo 6. Resolucíon

Si estono esposible,entonceslos literalesp y q nosonunificables.

Si p�rts�q�r.u entonceslos literalessonunificablesy el unificadormásgeneralesv s�w x w x y,z { { { { { w r.{
Ejemplo 6.9 Determinarsi esposibleunificarlassiguientesfórmulasatómicas.p@s�|
} ~�} ���.u �5} �.�.u �5} �.�.u ���q�s�|
} �,u ��} ~�} � � �.u �5u � ��{
El primer par no coincidentees � �,u ~�} ��� � . Comouno de los términosesunavariabley el otro esun
términoquenocontienela variable �,u entoncespodemosdefinir la sustitucíon:w z-s"� �.� ~5} ��� �
Luego, p5z�s1p�w z-s�|
} ~�} ����u �5} ~�} ��� ��u ��} ~�} ��� ��u ���q�z�s�q=w z-s�|
} ~�} ���.u �5} ~�} � � ��u �5u � ��{
El segundoparnocoincidentees � �.u �3�){ Entoncesdefinimosla sustitucíonw ��s"� ��� �3�){
En consecuenciaobtenemosp���s1p5z w ��s�|
} ~�} � �.u �5} ~�} � � ��u ��} ~�} � � �.u � �q���s�q5z w ��s�|
} ~�} � ��u �5} ~�} � � �.u �5u � ��{
El tercerparno coincidentees � �=u ��} ~�} � � � �){ Entoncesdefinimosla sustitucíonw ��s"� ��� ��} ~�} � � � �){

p���s1p�� w ��s�|
} ~�} � �.u �5} ~�} � � �.u �5} ~�} � � �.u � �q���s�q�� w ��s�|
} ~�} � �.u �5} ~�} � � ��u ��} ~�} � � �.u � �.{
Observemosque p���s�q��
Porlo tanto,la sustitucíon másgeneralparap y q esv s�w z w � w ��s"� �.� ~�} ���.u ��� ��u ��� ��} ~�} � � � �-{
Ejemplo 6.10 El algoŕıtmo deRobinsonpuedeseraplicadoa másdedosliterales.Porejemplo,inten-
temosunificarel conjuntodeliterales � ��} �,u �5} ����u ��} � � �.u �
} ��} ���.u ��u �5} � � �.u �
} �=u v u �5} v � � �-{�� � ��} �,u �5} ����u �5} � � ��=} ��} ��� u ��u �5} � � ���} �=u v u �5} v � �

� � � � � ���� �� � �
} �5} ���.u �5} ����u ��} � � ��
} �5} ���.u ��u �5} � � ��
} �=u v u �5} v � �
� � � � � ���� �� � ��� ��} ��� u � � } ��� u �5} � � ��
} �,} ��� u ��u �5} � � ��
} �,} ��� u v u �5} v � �

� � � � � � ����
�� � �1� �,} ��� u � � } ��� u � � } ��� ��1� �,} ��� u � � } ��� u � � } ��� ���} �,} ��� u v u �5} v � �

� � � � � � ���� �� � ��� ��} ��� u � � } ��� u � � } ��� ���� ��} ��� u � � } ��� u � � } ��� ���� ��} ��� u � � } ��� u � � } ��� �
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6.2.Resolucíon conunificacíon Capı́tulo 6. Resolucíon

6.2. Resolucíon conunificación

Ahoravamosa redefinirresolucíon incorporandoel procesodeunificacíon comopartedela regla.

Definición 6.11 Sean��� y �-  doscláusulas.

1. Supongamosqueexistensustituciones¡3��¢3£5¤ ¥�¦ ��� §)¨©£5¤ ¥ y ¡  �¢3£5¤ ¥�¦ ��  §)¨©£5¤ ¥ tal quelas
cláusulas��� ¡ ��ª���«�,¬� ® � ¯ ° ° ° ¯ ® ±.² y �-  ¡  �ª���« �¬; ³)® « � ¯ ° ° ° ¯ ³)® «´ ² no tienenvariablesencomún.

2. Supongamosquelos conjuntosdeliteralesµ
� ¡3�-ª  ® � ¯ ° ° ° ¯ ® ±�²=¶ ��� ¡3�

y
µ
  ¡  �ª¸· ³)® « � ¯ ° ° ° ¯ ³)® «´)¹ ¶ ��  ¡  

sontalesqueel conjunto µ
� ¡3� ¬0³

µ
  ¡  �ª¸· ® � ¯ ° ° ° ¯ ® ± ¯ ® « � ¯ ° ° ° ¯ ® «´)¹

esunificableporun unificadormásgeneralº,¯ esdecir:

® � º�ª ®   º�ª@» » »3ª ® ± º�ª ® « � º�ª@» » »�ª ® «´ º�ª ® °
Entoncesla resolventede ��� y �-  esla nueva cláusula¼�½ ¾ ¦ ��� ¯ ��  §)ª@¦ ��� ¡ � ºe¿  ® ² § ¬ ¦ ��  ¡   ºe¿  ® À ² §.¯
donde

µ
� ¡   º0ª  ® ² y

µ
  ¡   º�ª  ® À ² °

En la definicíon anteriorsepide queexistansustituciones¡3� y ¡   tal que ��� ¡3� y ��  ¡   no tengan
variablesencomúnparaquenosedeterminensustitucionesinconsistentes.Recordemosquelascláusulas
sonimplicitamentecuantificadasy ántesdecomenzara trabajarsepuedenrenombrarlasvariables.Esta
condicíon es necesaria,puespor ejemplo,el conjuntode cláusulas ���-ª�Á
¦ Â.§.¯ �- �ª ³ Á�¦ Ã5¦ Â.§ § ²
esinsatisfacible (y refutable)peroestascláusulasno puedenserunificadassin primerorenombrarlas
variables.

Ejemplo 6.12 Determinarla resolventede

���GªÄÁ
¦ Ã5¦ Â.§ §�Å ³)Æ ¦ Ç §�Å0Á
¦ Ç §�- Èª ³ Á
¦ Â.§�Å0É
¦ Ê�¦ Â.§.¯ ¤3§
El primerpasoesrenombrarlasvariablesqueocurrenenlascláusulasdetal maneraquetenganvariables
diferentes.Enestecasopodemosdejarfijas lasvariablesde ��� y cambiarlasvariablesde ��  haciendola
sustitucíon ¡  �ª@¦ Â.Ë Ì�§.° Dejarfijas lasvariablesde ��� eslo mismoqueaplicarla sustitucíon ¡ ��ªm¦0§ ,
esdecir la sustitucíon queno cámbianingunavariable.Luego:

���ÍªÎÁ
¦ Ã5¦ Â.§ §�Å ³)Æ ¦ Ç §�Å0Á
¦ Ç §�-  ¡  Ïª ³ Á
¦ Ì�§�Å0É
¦ Ê�¦ Ì�§.¯ ¤3§
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Ahora determinaremosel unificadormásgeneraldel conjuntode literales Ð Ñ
Ò Ó�Ò Ô.Õ Õ.Ö Ñ
Ò × Õ.Ö Ñ
Ò Ø�Õ Ù)Ú
TomandolasdosprimerasfórmulasatómicasÑ
Ò Ó�Ò Ô.Õ Õ.Ö Ñ
Ò × Õ.Ö determinamoselunificadorÛ�Ü�Ý@Ò × Þ3Ó5Ò Ô.Õ Õ
y cuyo resultadoes Ñ
Ò Ó�Ò Ô.Õ Õ3Û�Ü"ÝÏÑ
Ò × Õ3Û�Ü"ÝÏÑ
Ò Ó5Ò Ô.Õ Õ.Ú Ahora con estafórmula y la fórmulaÑ
Ò Ø�Õ determinamosun unificador Û.ß�ÝàÒ Ø�Þ Ó5Ò Ô.Õ Õ.Ú En consecuencia,el unificadormás generalesÛ0Ý1Û�Ü Û.ß�Ý"Ð × Þ3Ó5Ò Ô.Õ�Ö Ø�Þ3Ó5Ò Ô.Õ Ù . Aplicandoestasustitucíon a á�Ü y á-ß â ß obtenemosá�Ü ÛãÝÄÑ
Ò Ó5Ò Ô.Õ Õ�ä0å)æ
Ò Ó5Ò Ô.Õ Õá-ß â ß ÛçÝÄå�Ñ
Ò Ó�Ò Ô.Õ Õ.ä�è�Ò é�Ò Ó5Ò Ô.Õ.Ö ê3Õ Õ
Porlo tanto,la resolventedelascláusulasesë�ì í Ò á�Ü Ö á-ß Õ-Ý�å�æ1Ò Ó5Ò Ô.Õ Õ�ä0è
Ò é�Ò Ó5Ò Ô.Õ�Ö ê3Õ Õ.Ú
Ejemplo 6.13 Determinarla resolventedeá�ÜGÝÄÑ
Ò Ó5Ò Ô.Õ.Ö é�Ò î�Õ Õ�ä�æ
Ò Ô,Ö î�Õá�ßÈÝÄå�Ñ
Ò Ó�Ò Ó5Ò ê3Õ Õ�Ö é�Ò î�Õ Õ�ä0æ1Ò Ó5Ò ê3Õ.Ö é�Ò î�Õ Õ�Ú
Primeroobservemosquelascláusulasá�Ü y á-ß tienenla variable î encomún.Luego renombramoslas
variablesde á�ß cambiandola variable î por ×�Ú Entoncesresultaá�ÜÈÝÎÑ1Ò Ó5Ò Ô.Õ.Ö é�Ò î�Õ Õ�ä0æ1Ò Ô,Ö î�Õá-ßÏÝÎå)Ñ
Ò Ó�Ò Ó5Ò ê3Õ Õ.Ö é�Ò × Õ Õ�ä0æ1Ò Ó5Ò ê3Õ.Ö é�Ò × Õ Õ�Ú
DeterminemoselunificadormásgeneralparalasfórmulasatómicasÑ
Ò Ó5Ò Ô.Õ�Ö é�Ò î�Õ Õ y Ñ
Ò Ó5Ò Ó�Ò ê3Õ Õ.Ö é�Ò × Õ Õ.Ú
Entonces: Ð Ô,Ö Ó5Ò ê3Õ Ùï Ü-Ý"Ð Ô.Þ Ó5Ò ê3Õ Ù

Ñ
Ò Ó�Ò Ô.Õ.Ö é�Ò î�Õ Õ ï Ü�Ý1Ñ1Ò Ó5Ò Ó�Ò ê3Õ Õ.Ö é�Ò î�Õ ÕÑ
Ò Ó5Ò Ó5Ò ê3Õ Õ�Ö é�Ò × Õ Õ ï Ü-Ý�Ñ
Ò Ó5Ò Ó5Ò ê3Õ Õ�Ö é�Ò × Õ Õ.Ú
Ð î.Ö ×3Ùï ß�Ý"Ð î�Þ ×3Ù

Ñ
Ò Ó5Ò Ó5Ò ê3Õ Õ.Ö é�Ò î�Õ Õ ï ß�Ý�Ñ
Ò Ó5Ò Ó5Ò ê3Õ Õ.Ö é�Ò × Õ ÕÑ
Ò Ó5Ò Ó5Ò ê3Õ Õ�Ö é�Ò × Õ Õ ï ß�Ý�Ñ
Ò Ó5Ò Ó5Ò ê3Õ Õ�Ö é�Ò × Õ Õ.Ú
Porlo tantoel unificadormásgenerales Û�Ý"Ð Ô.Þ Ó5Ò ê3Õ.Ö î�Þ ×3Ù)Ú
Aplicando Û a lascláusulasobtenemosá�Ü ÛçÝÎÑ1Ò Ó5Ò Ó�Ò ê3Õ Õ.Ö é�Ò × Õ Õ.ä�æ
Ò Ó5Ò ê3Õ�Ö × Õ

á-ß ÛçÝÎå)Ñ
Ò Ó�Ò Ó5Ò ê3Õ Õ.Ö é�Ò × Õ Õ�ä0æ1Ò Ó5Ò ê3Õ.Ö é�Ò × Õ Õ�Ö
y resolviendoobtenemos ë�ì í Ò á�Ü Ö á�ß Õ)Ý�æ1Ò Ó5Ò ê3Õ.Ö × Õ�ä�æ
Ò Ó�Ò ê3Õ.Ö é�Ò × Õ Õ.Ú
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La nocíon dededuccíon por resolucíon encálculodepredicadosessimilaral casoproposicional.

Definición 6.14 Seað un conjuntodecláusulasy ñ unacláusula.Unadeduccíon por resolucíon de ñ
apartir de ð , enśımbolos ð�ò�ó�ñ , esunasucesíon finita decláusulas

ñ�ô õ ñ�ö õ ÷ ÷ ÷ õ ñ-øeù1ñ
talesque

1. ñ-ú�û�ð , o

2. Existencláusulasñ)ü õ ñ-ý3õ con þ õ ÿ�������� tal que ��� 	�
 ñ)ü õ ñ-ý �)ù�ñ-ú ÷
Unaresolucíon dela cláusula deun conjuntodecláusulasð sediceunarefutación de ð�÷
Paraprobarqueel métodode resolucíon es correcto,es decir paraprobarque si ð���� ñ�� es un

conjuntode cláusulastal que ð ò�ó ñ�õ entoncesð�� ñ�õ probaremosprimero el siguienteresultado
auxiliar.

Lema 6.15 Seanñ�ô y ñ-ö doscláusulasy supongamosque ñ esla resolventede ñ�ô y ñ-ö ÷ Si ñ�ô y ñ�ö
sonsatisfacibles,entoncesñ essatisfacible.

Demostracíon. Supongamosqueexisteun modelo� tal que ���¸ñ�ô y ���;ñ�ö ÷ Supongamosque

ñ�ô-ù�ñ��ô ��� � ô õ ÷ ÷ ÷ õ � ø���ù�ñ��ô ���-ô y ñ�ö�ù�ñ��ö ������� � ô õ ÷ ÷ ÷ õ ��� � �! ù�ñ��ö ���)ö ÷
Sean"3ô y " ö lassustitucionestalesque #%$ &'
 ñ�ô " ô � (%#�$ &)
 ñ-ö " ö �)ù+*�õ y sea, el unificadormásgeneral
tal que �-ô "3ô ,0ù+� y �)ö " ö ,�ù+� - ÷ Entonces,

ñ@ù.��� 	�
 ñ�ô õ ñ�ö �)ù/
 ñ�ô " ô ,10�� � � ���2
 ñ-ö " ö ,10�� � - � �)ù�ñ �ô "3ô ,��0ñ �ö " ö ,,÷
Como ���¸ñ�ô y ���¸ñ-ö , entonces���¸ñ �ô " ô ,���� � � y ���;ñ �ö " ö ,���� � - � (puesrecordemosquelas
cláusulasñ�ô y ñ�ö sonfórmulascuantificadasuniversalmente).Si �3��� , entonces��45� - ÷ En conse-
cuencia,���;ñ �ö " ö ,,õ y por lo tanto ���;ñ �ô " ô ,)��ñ �ö " ö ,,÷ El caso���2� - seanalizaenformasimilar.6
Teorema6.16(deCorreccíon) Seað���� ñ�� un conjuntodecláusulas.Si ð¸ò�ó�ñ�õ entoncesð��;ñ�÷
Demostracíon. La pruebasehacepor induccíon sobrela longitudde la demostracíon por resolucíon
de ñ a partir ð aplicandoel lemaanterior. La pruebaessimilar al casoproposicionaly quedacomo
ejercicio. 6
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6.3.Completitud Capı́tulo 6. Resolucíon

6.3. Completitud

Sea 7 un conjuntode cláusulasy sea 8�9 7�: el universode Herbrandde 7 . Recordemosquepara
cadasubconjunto;=<�8>9 7�: , el conjunto ;�9 7�: esel conjuntode todaslascláusulascerradasquese
obtienenreemplazandolasvariablesqueocurrenen 7 portérminosdelsubconjunto;?<+8>9 7�:�@ esdecir
porelementosdel universodeHerbrandde 7�A

La pruebadel teoremade completituden el casogeneralsebasaen el siguientehecho:si 7 esun
conjuntodecláusulasy 8�9 7�: essuuniversodeHerbrand,entoncessi existealgúnconjuntodeinstancias
cerradasde 7 ( esdecir, existe ;�9 7�: paraalgún ;B<�8�9 7�: ) tal que ;�9 7�:�CED.F�@ entonces7+CED.F�A
Es decir, paradeterminarsi 7�CED5F essuficientehacerloparaun conjuntode instanciascerradasde
cláusulasde 7�A

Consideremosun conjuntodecláusulas7�A Vamosa extenderla notacíon G/9 7�: utilizadaenel caso
proposicionaldela siguienteforma:

G/9 7�:IHJ7�K�L M?N M/H.O�P QE9 M�R @ M)S : , paraun pardecláusulasM'R @ M'S�T�7)U
GWV�9 7�:XHJ7
GWY Z R 9 7�:[H\G/9 GWY�9 7�: :
G1]�9 7�:XH_^Y ` V G Y 9 7�:

Dadounconjuntodecláusulas7�K�L M�U�@ esinmediatocomprobarque:

7>CED�M+abM�T�G ] 9 7�:ca existeun d2e.f tal que M?T�G Y 9 7�:�A
El siguienteresultado,conocidocomoLifting Lema, seutiliza paratransformarunarefutacíon de

cláusulasproposicionalesenunarefutacíon decláusulasenlógicadepredicados.

Lema 6.17(Lifting Lema) Sea7 un conjuntodecláusulasy sea 8�9 7�: el universodeHerbrandde 7�A
Si ;�<+8>9 7�:E@ entonces G/9 ;�9 7�: :)<.;�9 G/9 7�: :�A
Demostracíon. Sea M�g'T.G/9 ;�9 7�: :WHh;�9 7�:�K�O'P QE9 ;�9 7�: :�A Si M�g�T+;�9 7�:�@ entoncescomo 7�<G/9 7�:�H�7�K�O�P QE9 7�: , entonces;�9 7�:%<?;�9 G/9 7�: : . Por lo tanto, M�g�T�;�9 G/9 7�: :EA SupongamosqueM g�iT/;�9 7�:�A EntoncesM g T+O�P Q�9 ;�9 7�: :�A Es decir, existendoscláusulasM�R @ M'S�T57 , sustituciones
cerradasj�R'N k�l m)9 M�R :�nb8>9 7�: y j�S�N k�l m)9 M)S :�n[8>9 7�: , y literales ocT�M�R j�R y o p'T�M'S j�S tal que

M g H.O�P QE9 M�R j�R @ M'S jcS :�H/9 M'R j�R�q�L o U)K�M)S jcS)q�L o p U :�A
Observemosqueel literal o esunainstanciade literales r)R�H�L o R @ A A A @ o Y U1<5M'R y o p esunainstanciade
literales r�S%H?L s�o g R @ A A A @ s�o gt U�A Esdecir, r)R j�R�H?o y r�S jcS%H?o p A Lassustitucionesj�R y jcS est́andadas
por j�RuHv9 wER i x R @ A A A @ w�y i x y : dondek%l m'9 M'R :�H5L wER @ A A A @ w�y U

jcSzH{9 |}R i ~ R @ A A A @ | t i ~ t : dondek�l m)9 M'S :)H5L |}R @ A A A @ | t U�A
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6.3.Completitud Capı́tulo 6. Resolucíon

Consideremoslassustituciones� �W���%� �'� ��� ���u��� � y � �W����� �)� �)� ���u��� � tal quehacenquelas
cláusulas�'� ��� y �)� � � no tenganvariablesencomún.Lassustituciones��� y � � est́andefinidascomo

������� �E� � �E� � � � � � ��� � ��� �
� �u��� ��� � ��� � � � � � � ��� � �����

Consideremostambíenla sustitucíon

���/� �E� � � � � � � � � ��� � � ��� ��� � � � � � � � � � ��� � �����
Observemosque �'� �����J��� ��� ��)� �c�u�J�'� � � �

� �J�)� �����J�)� � � �� � �J�)� �c���J��� � � �c�
Comola sustitucíon � esun unificadorparael conjuntodeliterales

��� �c �¡���� � � �
donde ¡���� � � es el conjuntode literalesnegadosde ��� � � � entoncespor el Algorı́tmo de Robinson
podemosasegurarla existenciadeun unificadosmásgeneral��¢ � y unaresolvente � de ��� y �)� donde

�/�.£�¤ ¥E� ��� � �'� ���/� �'� ����¦�§ � � � � � � � � ¨�© ����¢� >ª �'� � �)¦1«�¡ � ¬ � � � � � � ¡ � ¬���® ��¢ �
Como ��¢ esununificadormásgeneral,entoncesexisteunasustitucíon ¯ tal que

���.��¢ � ¯
Veamosque � ¬ �+��¯��
� ¬ �°£�¤ ¥E� ��� ��� � �'� �c� � ��� �'� ����¦�§ � © �E 2� �'� �c�)¦>§ � � © ��{� ��� ����¦>�)� ��� �E 2� �'� �c�)¦2��� �c� � ��� �'� ��� �1¦>�)� � � ���E �� �)� � � �1¦>��� � � �����± � �'� ����¦>�)� ��� �E �� �)� � �)¦>��� � � � ² � �³± � ��� � ��¦>�)� ��� �� 2� �'� � �)¦2��� � � � ² ��¢ ¯�{� ± � ��� � ��¦>�)� ��� �E 2� �'� � �)¦2��� � � � ² ��¢ ��¯´�J��¯

Porlo tanto ��µ�¶�� ·/� ¸�� ��� ¹
Ejemplo 6.18 Analicemoscon un ejemplolos pasosdel Lemaanterior. Consideremoslas siguientes
cláusulas �'�u�J¶�� ���Eº�¶�� »%� �}� �Eº�¶�� »%� ¼ � �Eº�½.� ����)�z�J¡�¶�� »�� ��� ��º�¡�¶�� ¾��Eº�¿>� ���
y lasinstanciascerradasde ��� y �'�

� ¬� �J¶�� »�� ��� �Eº�½�� »%� ��� �� ¬� �J¡�¶�� »%� ��� �Eº�¿�� ���E�
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6.3.Completitud Capı́tulo 6. Resolucíon

La resolventede À�ÁÂ y À�ÁÃ es

À Á�Ä.Å'Æ Ç�È À ÁÂ É À ÁÃ Ê Ä+Ë�Ì Í%Ì Î�Ï ÏEÐ�Ñ�Ì Î�ÏEÒ
Según el Lemmaanterior, la cláusulaÀ�Á debeserunainstanciacerradadeunacláusulaÀ tal que À ÄÅ'Æ ÇEÌ À Â É À Ã Ï�Ò Veamoscomoobtenemosla cláusulaÀ Ò

Primeroobservemosque À Â y À Ã tienenvariablesdistintas.Por lo tanto Ó Â Ä Ó Ã ÄÔÌ�Ï�Ò Notemos
quelassustitucionesque Õ Â y Õ Ã quetrasformanÀ Â y À Ã en À ÁÂ y À ÁÃ É respectivamente,est́andadaspor:

Õ Â Ä�Ì Ö�× Í%Ì Î�Ï É Ø × Î É Ù × Î�ÏÕ Ã Ä�Ì Ú�×�Í%Ì Î�Ï É Û × Î�Ï
Observemostambíenque Ü Â ÄJÝ Þ�Ì Ö�Ï É Þ�Ì Í%Ì Ø Ï É Þ�Ì Í�Ì Ù Ï Ï Ï ßÜ Ã ÄJÝ à�Þ�Ì Í%Ì Û Ï Ï É à�Þ�Ì Ú�Ï ß)Ò
Como Ó Â Ä Ó Ã Ä/Ì�Ï É entonces

Û Ä Õ Â Õ Ã Ä/Ì Ö�× Í%Ì Î�Ï É Ø ×�Í%Ì Î�Ï É Ù × Î É Ú�× Í�Ì Î�Ï É Û × Î�ÏEÒ
Luego Ü Â Õ Â Ä Ü Â ÛÜ Ã Õ Ã Ä Ü Ã ÛÜ Â Û ÄJà Ü Ã Û Ò
Como Û esun unificadorde

Ü Âcá à Ü Ã É entoncespor el Algorı́tmo deRobinsonpodemosdeterminarun
unificadormásgeneralÛ�â Ò Essencillocomprobarque Û�â est́a definidopor:

Û�â Ä/Ì Ö�×�Í�Ì Ø Ï É Ù × Ø�É Ú�×�Í�Ì Ø Ï É Û × Ø Ï É
y quela sustitucíon ã Ä/Ì Ø × Î É Ù × Î�Ï
estal que Û Ä Û�â ã Ò
Luego, la cláusulaÀ buscadaesla cláusuladefinidapor

À Ä\Å'Æ ÇEÌ À Â É À Ã Ï Ä/Ì À Â Û�â'ä Ü Â Û�â Ï á Ì À Ã Û�â'ä Ü Ã Û�â ÏÄJË�Ì Í%Ì Ø Ï ÏEÐ�Ñ�Ì Ø Ï�Ò
El siguienteLemaesunageneralizacíon del lemaanterior.

Lema 6.19 Para todoconjuntodecláusulasåæ1ç Ì Þ�Ì å Ï Ï)è.Þ�Ì æWç Ì å Ï Ï�Ò
Por lo tanto,

æ1é Ì Þ�Ì å Ï Ï)è.Þ�Ì æ�é Ì å Ï Ï�Ò
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6.3.Completitud Capı́tulo 6. Resolucíon

Demostracíon. La pruebaespor induccíon sobreê�ë
El casoê�ì/í esel Lemaanterior. Suponemosquevaleparaê y probemosquevaleparaêWî5í :ïWð ñEòcó ô�ó õ�ö ö ì ï/ó ï1ð�ó ô�ó õ�ö ö ö÷)øù ï/ó ô�ó ïWð�ó õ�ö ö ö

Lemaanteriorù ô�ó ï/ó ïWð�ó õ�ö ö ö ì ô+ú ïWð ñEòcó õ�ö û ë ü

Teorema6.20 Sea
õ

un conjuntodecláusulas.Entonces
õ>ýEþ�ÿ

si y solosi
õ

esinsatisfacible.

Demostracíon. Yasabemosquesi
õ����

entonces
õ2ýEþ�� ë

Supongamosahoraque
õ

esinsatisfacible.Porel Corolario5.31,existeun subconjunto
ô ù�� ó õ�ö

tal que
ô�ó õ�ö

es� -insatisfacible.Porel TeoremadeCompletitudparael casoproposicional
ô�ó õ�ö�ýEþ�ÿ

.
Esdecir,

ÿ��2ï1ð�ó ô�ó õ�ö ö
. Del Lemaanteriordeducimosque

ÿ	�>ô�ó ïWð�ó õ�ö ö
, paraalgún ê�
�}ë Por

lo tanto
õ2ýEþ�ÿ ë

ü

Resumimoslos resultadosestudiadoshastaahoraenel siguientecorolario.

Corolario 6.21 Sea
õ

un conjuntodecláusulas.Entonceslas siguientescondicionessonequivalentes:

1.
õ

esinsatisfacible.

2.
õ

no tienemodelosdeHerbrand.

3.
� ó õ�ö�ó õ�ö

es� -insatisfacible.

4. Existeun subconjuntofinito
õ�� ù�� ó õ�ö�ó õ�ö � -insatisfacible.

5. Existeun subconjuntofinito
õ�� ù�� ó õ�ö�ó õ�ö

tal que
õ��'ýEþ�ÿ ë

6.
õ>ýEþ�ÿ ë

Vamosafinalizarel caṕıtulo conun ejemplo.

Ejemplo 6.22 Probarqueel siguienteconjuntodecláusulasesinsatisfacible.

õ ì ��� ô�ó ��ö����.ó ��ö�����ó ��� ��ó ��ö ö�� � ô�ó ��ö����.ó ��ö���õ�ó ��ó ��ö ö�� �2ó ��ö�� ô.ó ��ö��� ��ó ���  ö����2ó  ö�� � �2ó ��ö�� � ��ó ��ö�� � �>ó !}ö�� � õ�ó !}ö " ë
Determinemosunarefutacíon de

õ ë Encadapasoescribiremoscualesla sustitucíon empleada.

1.
�$# ì�%'& ( ó �$) � �+* ö ì�%+& ( ó �2ó ��ö�� � �2ó ��ö�� � �.ó ��ö ö ì � ��ó ��ö , , ò ì ó ��- ��ö .

2.
�+. ì/%'& ( ó �$0 � �$1 ö ì/%+& ( ó � ô�ó ��ö�����ó ��ö���õ�ó �%ó ��ö ö�� ô�ó ��ö ö ì ��ó ��ö$��õ�ó �%ó ��ö ö , 0 ìó ��- ��ö

3.
� ò � ì�%+& ( ó �2# � �$. ö ì�%+& ( ó � ��ó ��ö�� �.ó ��ö���õ�ó ��ó ��ö ö ö ì õ�ó �%ó ��ö ö ë
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6.3.Completitud Capı́tulo 6. Resolucíon

4. 3'4 465�7'8 9�: 3'4 ; 3$< =+5�7'8 9�: >2?@: A�=�B�C@: A�=�B�DE: A�; FG: A�= =�; ?@: HI= ='5C@: HI=�B�D@: H�; FG: HI= = , JK5: A�L HI=�M
5. 3'4 N'5�7+8 9�: 32O ; 3+4 4 =25�7'8 9�: >2C@: HI=�; C@: HI=�B�D@: H�; F6: HI= = =25�DE: H�; FG: HI= =�M
6. 3'4 P65�7+8 9�: 3$Q ; 3+4 N =25�7'8 9�: >2DE: H�; R =�BTSU: R =�; DE: H�; FG: HI= = =25�SE: FG: HI= = , J65: R L FG: HI= =�M
7. 3'4 <65�7+8 9�: 3$V ; 3+4 P =25�7'8 9�: >WSU: XY=�B�>WZ�: XY=�; SU: FG: HI= = =25�>2Z�: FG: HI= = , J65: XYL FG: HI= =�M
8. 3'4 Q'5�7+8 9�: 3+4 [ ; 3+4 < =25�7+8 9�: Z�: FG: HI= =�; >WZ�: FG: HI= = =25�\]M

Porlo tanto, ZU^�_�\K; y enconsecuenciaZ esinsatisfacible.

Tambíen se puededemostrarque Z es insatisfacible utilizando la nocíon de ` -satisfacible. Consid-
eremosel conjuntode cláusulascerradasque se obtienea partir de Z haciendola sustitucíon J�5: A�L H�; R L FK: HI=�; XYL FG: HI= =$aZ�['5�Z2J65�b >2?@: HI=�B�C@: HI=�B�D@: H�; FG: HI= =�; >W?@: HI=�B�C�: HI=�B�Z�: FG: HI= =�; SU: HI=�; ?�: HI=�;>2DE: H�; FG: HI= =�BTSE: F6: HI= =�; >�SE: HI=�B�>WC�: HI=�; >WSU: F�: HI= =�B�>WZ�: F�: HI= =dc
Essencillocomprobarque Z�[ es̀ -insatisfacible.Tambíensepuedellegaral mismoresultadoprobando
que Z�[+^�_�\]M
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Caṕıtulo 7

RefinamientosdeResolucíon

Uno de los avancesfundamentalesdel métodode resolucíon es que solo se aplica una regla. A
pesarde que el métodode resolucíon es muy poderosoexisten problemasde tipo combinatorio.En
general,cuandointentamosaplicar resolucíon a un conjuntode cláusulasexistenmuchasmanerasde
seleccionardoscláusulasparaproducirunaresolvente.Enunconjuntofinito peroconungrannúmerode
cláusulaslasposibilidadesdeeleccíonhacenqueel métododeresolucíonseadifı́cil deimplementar. Para
solucionaresteproblemasepuedenimplementarrefinamientoso modificacionesdelmétodooriginalque
limiten la busqueda.Existenvariostiposderefinamientos,dependiendodel problemaa atacar. Algunos
seaplicanacualquierconjuntodecláusulas,comola resolucíon lineal,y otrosseaplicanadeterminados
conjuntosdecláusulas,comola resolucíon unitariaquesoloseaplicaa lascláusulasdeHorn.

Los métodosderesolucíon queveremosa continuacíon sonreformulacionesdel métodooriginal y
est́anbasadosendosideas:estrategias y restriccionesderesolucíon. Lasestrategiassonreglasquenos
dicencomobuscarlascláusulasa resolver. Esdecir, nosdicen,aplicandounadeterminadaregla, como
buscarlascláusulasa resolver. Un ejemplodeestrategia esla resolucíon unitaria.En estealgunade las
posiblescláusulasa resolver debeserunitaria(conun sololiteral). Obviamenteestonosiempreesposi-
ble. Las restriccionesserefierena restriccionesen la eleccíon de lascláusulasa resolver, dependiendo
desu formasint́actica.En estecasoel númerodeposibleseleccionesesmenorqueel númerototal de
eleccionessin restriccíon.

Observación. Paracadarefinamientoqueestudiemosdeberemosprobarun Teoremade Correctitudy
un Teoremade Completitud.Pero,comotodoslos refinamientossoncasosparticularesdel métodode
resolucíon estudiadoanteriormente,el TeoremadeCorrectitudesinmediatoencadacaso.Paraprobarel
correspondienteTeoremadeCompletitudutilizaremosel LemadeLifting. RecordemosquedichoLema
nospermitetrasladarunarefutacíon de un conuntode cláusulasproposicionalesen unarefutacíon de
cláusulasen lógicade predicados.Por lo tanto,en cadacasosolo esnecesarioprobarel Teoremade
Completitudparael casoproposicional.Utilizando la completitudproposicionaly el Lemade Lifting
obtenemosel TeoremadeCompletitudparael casogeneral.

Comenzaremosdandoalgunasdefinicionesy resultadosgeneralesqueluego seaplicaŕan a los dis-
tintosrefinamientosqueexpondremos.
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7.1. Resolucíon Lineal Capı́tulo 7. RefinamientosdeResolucíon

La siguientedefinicíon introduceun tipo particulardesubconjuntosdecláusulasconstruidosapartir
deunconjuntodecláusulasy un literal quepermiteanalizarsi el conjuntodecláusulasessatisfacible.

Seae unconjuntodecláusulasy f un literal de eWg definimosel conjuntoe�h�i�j k�l@j f m nKo f$pq kKn2g
Esdecir, el conjuntoe h esel conjuntodetodaslascláusulask de e quenocontienenalos literalesf y f m
y a todaslascláusulasdela forma k�r�j f m n q e dondef+pq k6g Si la cláusulaunitaria j f m n q eWs entoncest q e h g
Lema 7.1 SeaSunconjuntodecláusulas.Entoncese essatisfaciblesi y solosi e h o e h u essatisfacible.

Demostración. v�w Supngamosque e essatisfacible.Entoncesexisteunavaluacíon x tal que x'y e2w$iz g Supongamosque x'y f m wUi|{Ys es decir, x'y f wUi z g Probemosque xG} e h ~ i z g Consideremosuna
cláusulaarbitraria k q e h g Por lo definicíon de lascláusulasde e h sIk�rUj f m n q e o k q eWg Entoncesx'y k�r�j f m n w2i z o x'y kGw2i z g Como x'y f m w2i�{ , entoncesdebeocurrir que x'y kGw2i z g

Si x'y f m w$i z s entoncessepruebadeformasimilarque xG} e h u ~ i z g� w Supongamosque e h essatisfaciblepor unavaluacíon x�g Debemosdeterminarunavaluacíon �
tal que �Ey eWw2i z g Consideremosla valuacíon � definidapor

�@y �Yw$i��� � x'y �Yw si ���i�f s f mz
si �]i�f g

Comoentodacláusulak q e h , f s f m pq k , entonces��} e h ~ i�xG} e h ~ i z g Comprobemosque �@y e2w2i z g
Sea k q e . Si f q k , entonces�@y kGwTi z g Si fTpq k , entoncesk�l�j f m n q e h , y en consecuenciax'y k�lEj f m n w]i z g Luego existe un literal ���i�f m tal que � q k y x'y �Yw]i z g Por la definicíon de �
tenemosque x'y �Yw2i��Ey �Yw y por lo tanto �Ey kGw2i z g Estoimplicaque �Ey eWw$i z g �
Corolario 7.2 Sea e un conjuntode cláusulas.Entoncese es insatisfaciblesi y solo si e h y e h u son
insatisfacibles.

7.1. Resolucíon Lineal

Ahoraestudiaremosunodelos refinamientosdelmétododeresolucíon llamadoresolucíon lineal.

Definición 7.3 Sea e un conjuntode cláusulasinsatisfacible.Un subconjunto�/�	e esun conjunto
soportede eWs si eUlE� esunconjuntosatisfacible.

Queunsubconjunto� seaunconjuntosoportedeunconjuntodecláusulasinsatisfacible e significa
quepodemosaislarla causadeinsatisfacibilidadde eWg
Ejemplo 7.4 Consideremosel siguienteconjuntodecláusulasinsatisfacibleeEi�j �@y ��w����W��y ��s �Iw�s �@y �Iw����@y ��s �Iw�s �2�@y �Yw n$g
Un conjuntosoportede e es,porejemplo, �i�j ��y ��w����2�@y ��s �Iw n2g
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Definición 7.5 Un conjuntode cláusulas� esun conjunto insatisfacibleminimal si es insatisfacible
perotodosubconjuntopropiode � essatisfacible.En decir, � esinsatisfacibleminimal si y solosi para
todacláusula����� el conjunto ���� �K� esun soportede �W�
Lema 7.6 Sea� unconjuntoinsatisfacible. Entoncesexisteunsubconjuntoinsatisfacibleminimal �W� de�W� Adeḿas,si � esunconjuntosoportede �W� entonces�@��� � esun conjuntosoportede � � �
Demostración. Sea � insatisfacible.Por el Teoremade Compacidad,existe algún subconjuntofinito
de � insatisfacible.De todoslos posiblessubconjuntosfinitos insatisfacibleselegimosel quetengael
menornúmerodecláusulas.Luego,si ��� estal subconjuntoentoncesesclaroqueesminimal.

Sea� un conjuntosoportede �W� Veamosprimeroque � � ���	���Y� Si suponemosque � � �U����Y�
entonces� �2  �E¡�� y como �E¡�� esun conjuntosatisfacible,entonces� � essatisfacible,lo quees
unacontradiccíon.Porlo tanto �W� �T������Y� El conjunto��� ¡�¢ ��� ���6£ esunsubconjuntopropiode �W� � y
como ��� esinsatisfacibleminimal,entonces��� ¡�¢ ��� ���6£ essatisfacible,esdecir, �W� �K� esunconjunto
soportede � � � ¤
Definición 7.7 Sea� un conjuntodecláusulasy � unacláusula.Unadeduccíon por resolucíon lineal
dela cláusula� apartir del conjunto �W� enśımbolos �E¥�¦��6� esunasecuenciafinita deparesordenados
decláusulasdela forma: ¢ �2§ � ¨+§ £�� ¢ �+© � ¨6© £�� � � � � ¢ �$ª�� ¨'ªI£
tal que

1. �����2ª «�©
2. �$§ y ¨'¬ soncláusulasde � o algún �2 con ®]¯@° �
3. Cada�$¬ «�© � °2±@²2� esunaresolventede �$¬ y ¨'¬ .

Comoesusual,diremos� eslinealmentededuciblede � si existeunaresolucíon lineal ��¥�¦��6� Si���³]� diremosqueexisteunarefutacíon lineal de �W�
Unadescripcíon gráficadeunadeduccíon por resolucíon lineal sedáenla siguientefigura:
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´2µ ¶'µ
´+·
´$¸

¶G·
¶'¹´2¹

´

ºººººººº ºººººººº
ºººººººº

Los elementosde » sonllamadoscláusulasdeentrada (o input cláusulas), lascláusulaś
$¼

sede-
nominancláusulasdel centro, y lascláusulas

¶+¼
sellamancláusulasmarginales.

Esclaroqueunaresolucíon linealesuncasoparticulardel métodogeneralderesolucíon.

Ejemplo 7.8 Dadoel conjuntodecláusulas»E½�¾ ¿KÀ�ÁIÂ ¿KÀ�ÃWÁIÂ Ã�¿GÀ�ÁIÂ Ã�¿KÀ�Ã2Á Ä
la siguientefiguracorrespondeunarefutacíon lineal de » sedáenla siguientefigura

¿KÀ�Á ¿KÀ�Ã2Á
¿ Á Ã�¿KÀ�Ã2ÁÃ�¿KÀ�Á

¿Ã�¿
Å

ºººººº ºººººº ºººººº ºººººº
Observemosquela cláusulá ½�¾ ¿�Ä esutilizadaenel último paso.

El próximopasoesprobarqueel métododeresolucíon linealescompleto.La pruebadecorrectitud,
esdecir, la pruebaquesi » esun conjuntode cláusulasy

´
unacláusulatal que »Æ�Ç ´ implica que
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7.1. Resolucíon Lineal Capı́tulo 7. RefinamientosdeResolucíonÈ�É�Ê
esinmediata,puesla resolucíon lineal esun casoparticulardel métodogeneralderesolucíon.

Definición 7.9 Sea
È

un conjuntodecláusulasy Ë un conjuntosoportede
ÈWÌ

Diremosqueexisteuna
resolucíon lineal de

Ê
apartir de

È
consoporteË si

Ê2ÍGÎ Ë Ì
Teorema7.10 Sea

È
unconjuntodecláusulasinsatisfacibleconsoporteË Ì Entoncesexisteunarefutacíon

lineal de
È

consoporteË Ì
Demostración(optativa). Sea

È
unconjuntodecláusulasinsatisfacible.Porel TeoremadeCompacidad

podemossuponerque
È

esun conjuntoinsatisfacible finito. Consideremosun conjuntoinsatisfacible
minimal

ÈWÏ Ì
En consecuenciatodo subconjuntopropio de

ÈWÏ
es satisfacible.En particular, paratodo

conjuntounitario Ð ÊKÑ2Ò con
ÊÓÎ�È�Ï

, el conjunto
ÈWÏ�Ô Ð ÊKÑ es satisfacible. Es decir, todo conjunto

unitario Ð ÊKÑ , con
Ê�Î�È Ï Ò

esunconjuntosoportede
È Ï Ì

Vamosaprobarqueexisteunarefutacíon lineal
de
È Ï

conconjuntosoporteËÕ�Ð ÊKÑ$Ò donde
Ê

escualquiercláusulade
È Ï Ì

Sea Ö ÈWÏ Ö+ÕØ× el númerode literalespositivos queocurrenen
È�Ï Ì

Probaremosla existenciade la
refutacíon consoporteÐ ÊKÑ de

È Ï
por induccíon sobre× Ì

Si ×�Õ�Ù Ò entonces
È Ï Õ�Ð Ð Ú Ñ Ñ y

Ê Õ�Ð Ú Ñ2Ì Luego,esclaroque
ÈEÛ�Ü Ý�Þß Ú Ì

Supongamosque ×Uà�Ù Ì Consideremoslos siguientescasos:
a)Supongamosque Ö Ê Ö Õá Ì Esdecir,

Ê Õ�Ð â Ñ , con â un literal positivo. Consideremosel conjuntoã È Ï ä ß ÕUåWæ Ô Ð â ç ÑKè â$éÎ æ Ò æ Î�È Ï ê Ì
Como

È Ï
esinsatisfacible,entoncesë È Ï ì ß esinsatisfacible.Consideremosun subconjunto

È Ï Ï
de ë È Ï ì ß

insatisfacibleminimal.
Comprobemosqueexisteunacláusula

Ê6Ï�Î�ÈWÏ Ï
tal queÊ Ï í Ð â ç ÑKÎ�È Ï Ì

Supongamosqueno existe tal cláusula.esdecir, paratodacláusula
Ê6Ï'Î�ÈWÏ Ï Ò�Ê6Ï í Ð â ç Ñ éÎ�È�Ï Ì ComoÊ6Ï$Î�ÈWÏ Ï+î ë ÈWÏ ì ß Ò entoncesâKéÎ�Ê6Ï Ì Luego, â Ò â ç éÎ�Ê6Ï Ì Por lo tanto
È�Ï Ï+î�È�Ï�Ô Ð â Ñ2Ò peroestoesuna

contradiccíon puestoque
È Ï

esun conjuntoinsatisfacibleminimal. Por lo tanto,existealgunacláusulaÊ6Ï$Î�È�Ï Ï
tal que

Ê6Ï í Ð â ç Ñ�Î�ÈWÏ Ì Como
ÈWÏ Ï+î ë ÈWÏ ì ß y ïïï ë È�Ï ì ß ïïï$ð × Ò entoncesÖ È�Ï Ï Ö ð × Ì Por hipótesis

inductiva,existeunarefutacíon lineal de
È Ï Ï

consoporte
Ê Ï

. Esdecir, existeunasucesíonã Ê Ï Ò ñ+Í ä Ò ë Ê+ò Ò ñ6ò ì Ò Ì Ì Ì Ò ë Ê$ó�Ò ñ'ó ì Ò Ê2ó ô�ò Õ�Ú Ì (7.1)

A partir de éstaresolucíon lineal podemosconstruirunarefutacíon lineal de
È Ï

con soporte
Ê ÕõÐ â Ñ

de la siguienteforma. El primer pasode la nueva refutacíon es la sucesíon
Ê ÕÓÐ â Ñ2Ò�Ê Ï í Ð â ç Ñ2Òö+÷ ø ë Ð â Ñ2Ò Ê6Ï í Ð â ç Ñ ì Õ Ê6Ï comomuestrala figura
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ù ù ù ù
ù ù

ú
ú úû ü6ý þ�ÿ û � �

ü6ý
Ahoraunimosla anteriorresolucíon con la refutacíon (7.1) perotomandolascláusulasen � ý envezde� ý ý � Esdecir, paracadacláusula� � , ���
	����� tomamosla cláusula��� þTÿ û � ��� � ý , y paracadacláusulaü � , ���	������ tomamosla cláusula

ü � þ@ÿ û � ��� De estaforma a partir de la refutacíon (7.1) de � ý ý
construimosunadeduccíon por resolucíon lineal dela cláusula

ÿ û � �
a partir de � ý � Gráficamente

û ü ý þ�ÿ û � �
ü ý

ü���þ�ÿ û � �
��� þ�ÿ û � �

��� þ�ÿ û � �ü � þ�ÿ û � �
û �

�������� ��������
��������

A la secuenciadela figuraanteriorle unimoscomoúltimo pasola deduccíon,
û � ��� � � û � û � !�"$#

. Por lo
tanto,hemosconstruidounarefutacíon lineal de � ý conconjuntosoporte

ü " ÿ û ���
b) Supongamosahoraque % ü %'&$� � Entoncesla cláusula

ü
tienemásdeunliteral positivo. Consideremos

un literal arbitrario
û(��ü

y definimosla cláusula
ü ý)" ü+*Uÿ û ���

Consideremosel conjuntodecláusulas, � ý -'. / "10�2 *Eÿ û ��3 û ��4� 2 � 2 � � ý 5 �
Como � ý esinsatisfacible,entonces� � ý ! . / esinsatisfacible.Observemosque

ü6ý " ü6*�ÿ û �7� � � ý ! . / �
puesencasocontrario,como

û 4��ü ý
entonces

û � ��ü ý �
Entonces

û � û � ��ü y
ü

seŕıa unacláusulaválida.
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Estoimplicaŕıa que 8(9 noesinsatisfacibleminimal (pues8(9;:< =�> seŕıa insatisfacible).
Probemosque ? 8 9 @ A B :7< =�> esunconjuntosatisfacible.Como 8 9 esinsatisfacibleminimal,entonces8 9 - < =�> essatisfacible.Sea C unavaluacíon tal que C�? 8 9 :
< =�> @�DFE G Como =IH$8 9 y 8 9 es insat-

isfacible,entoncesC�? = @�D�J y en consecuenciaC�? K @�DLJ (pues K�HM= ). ProbemosquetodacláusulaN HM? 8(9 @ A B tal que OIPD =RQ C�? N @�D�E G Sea
N HM? 8S9 @ A B G EntoncesK Q K T7UH N

y
N6V < K >7H
8S9 G Luego,NLV < K >+HW8 9 :$< =�> y en consecuenciaC�? NWV < K > @�DIE Q y puestoque C�? K @�DFJ , conclúımos queC�? N @�DWE G Conestoprobamosque ? 8 9 @ A B :< =�> essatisfacible.

Consideremosahoraunconjunto8S9 9 X$? 8S9 @ A B insatisfacibleminimal.Como =R9 D =Y:Z< K >�HY? 8S9 @ A B y8(9 9 esminimal,entonces=R9[H�8S9 9 (puesencasocontrario8S9 9[X$? 8(9 @ A B):7< =�> y 8S9 9 noseŕıa insatisfacible
minimal). Por lo tanto,por hipótesisinductiva, existe unarefutacíon lineal a partir de 8 9 9 con soporte< =R9 > , esdecirexisteunasucesíon\

= 9 Q O�] ^RQ ? =�_ Q OR_ @ Q G G G Q ? =�`)Q O�` @ Q a G
A partir deéstasucesíon constrúımosunanueva deduccíon lineal agregandoa cadaunadelascláusulas
anteriresel literal K\

= 9 V < K >�Q O�] V < K > ^RQ ? =�_ V < K >�Q OR_ V < K > @ Q G G G Q ? =�` V < K >�Q O�` V < K > @ Q K G (7.2)

Luego tenemosunaresolucíon lineal de K consoporte= D = 9 V < K > apartir de 8 9 G
Porotraparte,observemosqueel conjunto\

8 9 :
< =�> ^ V < K >
esinsatisfacibley 8(9 - < =�> essatisfacible.Aplicandoel casoanteriora),podemosafirmarqueexisteuna
refutacíon lineal de ? 8 9 :< =�> @ V < K > consoporte< K >�b

? < K >�Q c�] @ Q ? dZ_ Q c�_ @ Q G G G Q ? c�`[Q d�` @ Q a (7.3)

Porúltimo, de(7.2)y (7.3)obtenemosunarefutacíon de 8 9 basadaen = G e
7.2. CláusulasdeHorn

Enestaseccíon vamosaestudiarrefinamientosdelmétododeresolucíon paraunconjuntoparticular
decláusulas.EstaclaseparticulardecláusulassonlascláusulasqueintervienenenProlog.

Definición 7.11 UnacláusuladeHorn esunacláusula= quecontienecomomáximounliteral positivo.
Esdecir: = esunacláusuladeHorn si tienealgunadelassiguientesformas:

1. f�gS_(h�f�g(i(h G G G h�f�g `�h7j
2. j
3. f�gS_(h�f�g(i(h G G G h�f�g ` G

dondegS_ Q G G G Q g ` y j sonfórmulasatómicas.

UnacláusuladeHorn = escritaconlos cuantificadorestienealgunadelassiguientesformas
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7.2.CláusulasdeHorn Capı́tulo 7. RefinamientosdeResolucíon

1. k[l m n n n k)l)oRp q�rSm s7qSr(tSs1n n n s�q�r o�s7u�v�w
k)l m n n n k[l)o�p p rSmSx�r(t�x7n n n x�r o'v�yIu�v
2. k[l m n n n k)l)o;u
3. k[l m n n n k)l)oRp q�rSm s7qSr(tSs1n n n s�q�r o'v�w
k[l m n n n k)l)o;q�p rSmSx�r(t�x7n n n x�r o'vwMq�p z'l m n n n z;l)o�p rSmSx�r(t�x7n n n x�r o'v v[n

Lascláusulasdel tipo 1. sellamanreglas, lascláusulasdel tipo 2. sellamanhechos(facts)o cláusu-
las unitarias. Cláusulasde programassoncláusulasdel tipo 1. o 2.. Una lógica de programas(o un
Prologprograma)esun conjuntodecláusulasdeprogramas.Unacláusuladel tipo 3. sedenominauna
cláusulaobjetivo (goal cláusula).

Sea r una lógica de programasy { unacláusulaobjetivo. El problemabásicoen programacíon
lógicaesdeterminarsi r+|1qS{}n
Recordemosque rI|$qS{ significa que si ~ es un modelotal que ~�|�r entonces~�|�qS{}n
Recordemostambíenque

rM|Yq�{ si y solosi r+�7� {�� esinsatisfaciblesi y solosi r
�Y� {��R� �7��n
Por lo tanto,paraprobarque qS{ se deduceseḿanticamentede la lógica de programasr debemos
construirunadeduccíon por resolucíon delconjunto r+�7� {���n

Porotraparte,ya sabemosquesi � esun conjuntodecláusulas,entonces

� essatisfaciblesi y solosi tieneunmodelodeHerbrand.

El próximo resultadonosdicequetodalógicadeprogramasr tieneun modelodeHerbrand.

Teorema7.12 Sear unalógicadeprogramas.Entoncesr tieneun modelodeHerbrand,esdecir, r
siempre essatisfacible.

Demostracíon. Consideremosel universodeHerbrand�
p r�v y la basedeHerbrand�+p rRv n Recorde-
mosquetodoslosposiblesmodelosdeHerbrandquesatisfacenel conjuntodecláusulasr sedeterminan
encontrandotodoslossubconjuntosde �+p rRv n Consideremos���M�+p rRv��$� r �;p � m � n n n � � o;v��'r � esunpredicado� -arioqueocurreen
Veamosqueesteconjuntodefineun modelodeHerbrand�Ip �Yv tal que

�Ip �Yv |Yr�n
Debemosprobarqueparatodacláusula���S��r ,

�Ip �Yv |Y��� n
Como r esuna lógicade programas,entonceslas cláusulas��� de r tienenalgunade las siguientes
formas ���(�Wp rSmSx�r(t�x7n n n x�r o'v�yIu
o ��� �Mu
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donde� � , � sonfórmulasatómicaspositivas.Como � � � �6���M� ��� , entonces I� ¡Y� ¢Y�S£ ¤S�(¥ ¤�¦ ¦ ¦ ¤S� §
y  I� ¡Y� ¢Y� . Estoimplicaque

 I� ¡7�(¢� �S£S¤Z�(¥�¤Y¦ ¦ ¦ ¤Z� §;�S¨I� y  I� ¡7�(¢Y�}¦
Porlo tanto,paratodacláusula©��(�7� ,  I� �R�(¢Y©�� . ª

En el casode cláusulasde programaproposicionalesse puededemostrarun resultadosimilar al
anterior.

Teorema7.13 Sea� unalógicadeprogramasproposicionales.Entonces� essatisfacible.

Demostracíon. Ejercicio. ª
Esimportantedestacarquesi unconjuntodecláusulasdeHornesinsatisfacibleentoncesdebeexistir

unacláusulaobjetivo y unacláusulahechoenel conjuntodecláusulas,comosepruebaacontinuacíon.

Lema 7.14 Sea« unconjuntodecláusulasdeHorn. Si « esinsatisfacibleentoncesexisteal menosuna
cláusulaobjetivoy al menosun cláusulahecho.

Demostracíon. Supongamosque «¬M�Z¡ donde� esunalógicadeprogramasy ¡ esunconjunto
de todaslas cláusulasobjetivos. Por el Teorema7.12 el conjunto � essatisfacible por un modelode
Herbrand.Luego si « esinsatisfacibledebeocurrir que ¡¯®¬�°'� puesen casocontrario «6¬�� lo que
implicaque « essatisfacible.Porlo tantoexisteal menosunacláusulaobjetivo en «S¦

Consideremosahorala estructuradeHerbrand±�² generadaporel conjunto³�¬M°�´+�+� «��[¦ Sabe-
mosqueen tal estructuraesválida la negacíon de todafórmulaatómicacerrada�+� µ £ � ¦ ¦ ¦ � µ §)� , donde�
� µ £ � ¦ ¦ ¦ � µ §;� esunafórmulaatómicaqueocurreenalgunacláusulade «S¦ Esdecir, ± ² ¢Y¶��
� µ £ � ¦ ¦ ¦ � µ §)�[¦
En estaestructuraesválida todacláusulade a forma ¶S· £�¸+¦ ¦ ¦;¸¶S· §}¸· y todacláuslade la forma¶S· £[¸Y¦ ¦ ¦ ¸Z¶�· §[¦ Porlo tantoen ±�² esválidatodareglay todacláusulaobjetiva.Como « esinsatisfaci-
ble entoncesdebeexistir algunacláusuladela forma ©6¬M�
� µ £ � ¦ ¦ ¦ � µ §;� tal que ±�²(¹+�
� µ £ � ¦ ¦ ¦ � µ §)�[¦ En
consecuencia« contieneal menosun hecho. ª
7.3. Resolucíon para cláusulasdeHorn

En el casode cláusulasde Horn podemosdar otros refinamientosdel métodode resolucíon más
adecuados.

Yasabemosqueel métododeresolucíon linealescompletoparacualquierconjuntodecláusulas.En
particularparacláusulasdeHorn.Estehecholo establecemosenel siguienteteorema.

Teorema7.15 Sea « un conjuntode cláusulasde Horn. Si « es insatisfacibleentoncesexiste una
refutacíon lineal de «S¦
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Consideremosahoraun conjuntodecláusulasdeHorndela forma º»7¼ ½�¾�¿ dondeº esunalógica
deprogramasy ½ unacláusulaobjetivo. Si queremosestudiarsi de º sededuceseḿanticamenteÀS½}¿
esdecir si º6Á+À�½�¿ entoncespodemosestudiarsi º$»1¼ ½�¾ZÂ Ã
Ä�Å En particular, podemosestudiarsi
existeunarefutacíon lineal de º+»7¼ ½�¾�Å En la deduccíon por resolucíon lineal dela cláusulaÄ a partir
de º+»Y¼ ½�¾ sepuedecomenzarconla cláusulaobjetivo ½�Å Estogeneraun métododeresolucíon lineal,
llamadoinput resolucíon,queesel métodobásicoenProlog.

Definición 7.16 Sea º un conjuntode cláusulasde programay ½ una cláusulaobjetivo. Una input
refutación de º$»¼ ½�¾ esunarefutacíon lineal de ºW»1¼ ½�¾ comenzandocon la cláusula½ (la input
cláusula)y dondetodaslascláusulasdeentradasoncláusulasde º�Å
Observación. En general,el métodode input resolucíon no es completoparacualquierconjuntode
cláusulas.SoloescompletoparaconjuntosdecláusulasdeHorn.

Teorema7.17 Seaº unconjuntodecláusulasdeprogramay ½ unacláusulaobjetivo.Si Æ
Ç+ºY»}¼ ½�¾
esinsatisfacible, entoncesexisteunainput refutacíon de º+»7¼ ½�¾ comenzandocon ½}Å
Demostracíon. Primeroobservemosquecuandoresolvemosunacláusulaobjetivo ½WÇMÀ[È É ÊRË Ë Ë Ê�À[È)Ì
la otra cláusulaqueintervieneen la resolventesolo puedeserunacláusulade programa,esdecir una
cláusuladela forma À)È É(Ê1Ë Ë Ë Ê7À[È)ÌRÊ�È o unacláusuladela forma ÍLÇÈ(Å Por lo tanto,la resolvente
contieneúnicamenteliteralesnegativos (variablesproposicionalesen el casoproposicionalo fórmulas
atómicasenel casodepredicados).Esdecir, la resolventeesotracláusulaobjetivo. Porlo tanto,enuna
input refutacíon la resolventedeun pardecláusulassiempreesunacláusulaobjetivo y lascláusulasde
entradassoncláusulasdeprograma.

Veamosahorala pruebadel teorema.Por el teoremade Compacidadpodemossuponerque º es
un conjuntofinito de cláusulasde programa.La pruebaespor induccíon sobrela cantidadde literales
positivosde º
»Y¼ ½�¾�Å Como º+»Y¼ ½�¾ esinsatisfacible,entoncesporel Lema7.14existeal menosuna
cláusulahecho(esdecir, un literal positivo) ÍFÇ�Î en º�Å Por el Lema7.1 (o por el Corolario7.2), el
conjuntodecláusulas

Æ(Ï ÇWÐ º
»Y¼ ½�¾ Ñ Ï Ç$¼ Ò�Ó¼ Î Ô ¾�Õ'Î�Ö× Ò7¿;Ò × Æ�¾�ÇMº�Ï'»7½�Ï
esunconjuntoinsatisfacible.Notemosquecomo ½ esunacláusulaobjetivo (y enconsecuenciano tiene
el literal positivo Î ), entonces½ Ï Ç�½�Ó$¼ Î Ô ¾�Å Como º essatisfacible (por el Lema7.13),entoncesº Ï essatisfaciblepor la mismavaluacíon quesatisfacea º�Å Como Æ Ï contienemenosliteralesque ÆS¿
entoncespor la hipótesisinductiva existe una input refutacíon de Æ Ï ÇFº Ï »½ Ï comenzandopor la
cláusulaobjetivo ½ Ï ÇM½$Ó¼ Î Ô ¾�ÕØ ½�Ï ¿ Ù�Ú Û7¿ Ð Í�É ¿ ÙRÉ Ñ[¿ Å Å Å ¿ Ð Í�Ì)¿ Ù�Ì;Ñ[¿ Í�Ì Ü É�ÇMÄ�Å (7.4)

Ahoraconstruimosunainput refutacíon apartir decláusulasde Æ dela siguienteforma:
El primerpasoesañadirel literal Î Ô a todaslascláusulasde la deduccíon anterior(7.4) obteniendo

unasecuenciadela formaØ ½�Ï'»Y¼ Î Ô ¾�ÇM½�¿ Ù�Ú�»7¼ Î Ô ¾ Û�¿ Ð Í�É »Y¼ Î Ô ¾�¿ ÙRÉ(»Y¼ Î Ô ¾ Ñ[¿ Å Å Å ¿ Ð Í�Ì�»Y¼ Î Ô ¾�¿ Ù�ÌR»7¼ Î Ô ¾ Ñ ¿ Í�Ì Ü É�ÇMÎ Ô Å
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Comosegundopasoagregamosal final dela secuenciaanteriorla deduccíonÝ Þ ß¯Ý ßáà�â ã ä Ý Þ ß Ý å�æMç}è
Conlo cualobtenemosunainput refutacíon de é
êYë ì�í comenzandocon ì è î

Ahoraveremosotro refinamientoderesolucíon paracláusulasdeHorn llamadoresolucíon unitaria.

Definición 7.18 Seaï�ê}ë ð�í unconjuntodecláusulasdeHorn.Unadeduccíon por resolucíon unitaria
de ð a partir de ï esunadeduccíon por resolucíon de ð a partir de ï dondecadapasode resolucíon
intervieneunacláusulaunitaria.

Teorema7.19 Sea ï un conjuntode cláusulasde Horn. Si ï es insatisfacibleentoncesexiste una
refutacíon unitaria de ï è
Demostracíon. Ejercicio.

î
Sea é unalógicade programasy ì æ�ñ�òRó�ô1ñSòRõ è è è'ô1ñ�ò�ö

unacláusulaobjetivo. Volvamosal
problemadecuandoéW÷ ñ ì è Porel Teorema7.12la lógicadeprogramasé siempretieneun modeloøùä ú7å

, justamenteel modelode Herbrandde é construidocon la basede Herbrand û ä é å . Comoé+÷ ñ ì esequivalenteadecirque é+ê7ë ì�í esinsatisfacible,entoncesdebeocurrir queøùä ú7å;ü ì
o lo queesequivalenteadecir øùä ú7å ÷ ñ ì æMòRóSýZòRõ�ý7è è è ý�ò�ö[è
Recordemosquela cláusulaì est́a cuantificadauniversalmente,esdecir,

ì æ
þ[ÿ ó è è è þ)ÿ)ö�ä ñ�òRó(ô�ñ�ò�õ è è è ô�ñ�ò�ö'å è
Porlo tanto,

øùä úYå ÷ ñ ì æMò�óSýZòRõSýYè è è ýZò�ö
esequivalenteaøùä ú7å ÷�� ÿ ó è è è è � ÿ���ä ò�óSýZòRõSýYè è è ýZò�ö'å è

Entoncesdebeexistir unasucesíonfinita � ó ß � õ ß è è è ß � � deelementosde � ä é å tal quesatisfagala fórmula� ÿ ó è è è è � ÿ���ä ò�ó(ý�ò�õ�ý7è è è ý�ò�ö;å , enśımbolosøùä úYå ÷ òRóSýZòRõ�ý7è è è ýZò�ö�� � ó ß � õ ß è è è ß � � � è
Comocadaelemento� 	 de la sucesíon � ó ß � õ ß è è è ß � � esun términośın variablesy cadavariable

ÿ 	 que
apareceenla fórmula � ÿ ó è è è è � ÿ � ä ò�óSýZòRõSýYè è è ýZò�ö'å esreemplazadaporel término � 	 ß entoncesesta-
mosenpresenciadeunasustitucíon 
 definidapor


 æ ë ÿ ó � � ó ß è è è ß ÿ � � � � í è
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Teniendoencuentaesto,podemosescribir

�� ������ ������������� � � ����� � ! �
Esreśumen: " �$#&%('

existeunasustitucíon
!

condominioenlasvariablesde
%

y rangoenel universodeHerbrandde
"

tal que
" ��#�%�! �

Notemosque la fórmula resultante
#&%�!

escerrada,puestodaslas variablesde
%

sonsustituidaspor
elementosde )  " ���
Definición 7.20 Sea

"
un programay

%+*,#&���&-.#���� � � � -.#����
unagoalcláusula.Diremosqueuna

sustitucíon
!

paralasvariablesde
%

esunasustitucíon derespuestacorrecta(src) si

" �� ���&�/�����.� � � �/���0�1!
Teniendoencuentaestadefinicíony lasconsideracioneshechasanteriormente,podemosafirmarque

" �$#&%2' "43.5 %76�8�9.:2'
existeunasrc

!
tal que

" ��#�%�! �
Ejemplo 7.21 Consideremosla lógicadeprogramas

" *
;<= <> # "  ?�@ A ��-�B4 ?�@ A �C D E FG H1I J

@ # "  ?�@ K ��-.#&B4 K @ ?���-.BL ?�@ A �C D E FG H M J
@ "  N @ O0�C D E FG H0P J

@ "  O1@ N �C D E FG H0Q J
R <S
<T

y la cláusulaobjetivo %U*2#�BL A�@ N ��-�#�BL N @ K ���
Determinarsi

" �$#�%
, o lo queeslo mismo,determinarunasustitucíon derespuestacorrecta

!
tal que" ��#�%�! �

Primerovamosaconstruirunainput refutacíon de
"�3.5 %76��

Recordemosquesedebencambiarlas
variablesenlos casosnecesarios.

1. Consideremosla cláusulaV ��*U# "  ?�@ K ��-.#�BL K @ ?���-.B4 ?�@ A ���
Resolveremosconla cláusula%W@

peroántescambiamoslasvariablesde V � , obteniendo

V ��*2# "  ?�@ X���-�#�BL X�@ ?���-.BL ?�@ Y0���
En estecaso Z �$* 5 B4 ?�@ Y � 6

y
# Z ��* 5 B4 A�@ N ��@ B4 N @ K � 6��

El unificadormás generalparaZ � 3 # Z � es
5 ?�[ N @ Y0[ N @ A [ N @ K [ N 6,\

V^] *4_�` a� # "  N @ X���-�#�BL X�@ N ��-�B4 N @ N ��@ #&B4 N @ N � �^*2# "  N @ X���-�#�BL X�@ N ���
2. ResolvemosahoraV^] con V^b * "  N @ O0�

V^c *4_�` a� # "  N @ X���-�#�BL X�@ N ��@ "  N @ O0� �L*d�e f #�BL O1@ N ���
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3. Resolvemosg�h con g�i , paralo cualhacemosla sustitucíon j k�l m1n o l p q^n obteniendo

g^r�s4t�u v�w x�yLw k�n o z�{.|Lw k�n o z�n x�|Lw m1n p z z^s2x&yLw m1n p z�}
4. Por último, resolvemos g^r con g�~�s�yLw m1n p z la sustitucíon � ~�s�j k�l p n o l �0q^n obteniendola

cláusula g^h�s4t�u v�w x�yLw m1n p z�n y4w m1n p z z�s2�
Porlo tanto, y4�$x&� . La sustitucíon derespuestacorrectaes

� s�j o l p n � l p q^}
Como x&����s2x�w x&|4w o�n p z�{�x�|Lw p n � z z � sUw |Lw o�n p z���|Lw p n � z z � s2|4w p n p z�n entonces,

y4�$�0o �1� |Lw o�n p z��/|4w p n � z�}
Ejemplo 7.22 Ahoraaplicaremosresolucíonunitaria paraobtenerunarefutacíondelconjuntodecláusu-
las yL��j �7q del ejemploanterior.

1. Resolvemos g�i.s�x�yLw k�n o z^{$|4w k�n o z con g��$s�yLw p n m0z�} Haciendola sustitucíon k�l p n1o l m
obtenemos g^��s4t�u v�w x&yLw k�n o z�{�|Lw k�n o z�n y4w p n m0z z�s2|4w p n m0z�}

2. Resolvemos g��.s�x�y�w k�n � z�{�x&|4w � n k�z�{�|Lw k�n o z con g^� n Haciendola sustitucíon � l p n1k�l m
obtenemos

g^h�s4t�u v�w x&yLw k�n � z�{�x�|Lw � n k�z�{�|4w k�n o z�n |Lw p n m0z z^s2x&yLw m1n p z�{.|Lw m1n o z�}
3. Resolvemosg�h con g�~

g^r�s4t�u v�w x&yLw m1n p z�{.|Lw m1n o z�n yLw m1n p z z^s2|Lw m1n o z�}
4. Resolvemosg^r con �,s2x&|4w o�n p z1{Wx�|Lw p n � z�} Enestecasoprimerocambiamoslasvariablesdeg�r y obtenemosg�r�s2|4w m1n ��z�} Empleamosla sustitucíon o l m1n ��l p n obteniendo

g^��s4t�u v�w x�|Lw o�n p z�{�x�|Lw p n � z�n |Lw m1n ��z z�s2x�|Lw p n � z�}
5. Resolvemosg^� con g�i conla sustitucíon k�l p n � l o�n obteniendo

g���s4t�u v�w x&yLw k�n o z�{�|4w k�n o z�n x&|4w p n � z z�s2x�yLw p n o z�}
6. Porúltimo, resolvemosg�� con g�� empleandola sustitucíon o l m

g���s4t�u v�w x&yLw p n o z�n yLw p n m0z z^s2�7}
Porlo tanto,existeun refutacíon unitariade y4�.j ��q^}
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