Ciencias de la Computacion |

Propiedades de Clausura de Lenguajes
Regulares y Lenguajes Libres del Contexto
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Propiedades de Clausura de Lenguajes Regulares

Los lenguajes regulares (LR) son cerrados bajo las siguientes
operaciones:

v Unién

v Interseccion
v Complemento
v Clausura

v Reversa

v' Concatenacion

Cualquiera de estas operaciones aplicadas sobre lenguajes regulares
da como resultado otro lenguaje regular.
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Interseccién de Lenguajes Regulares

Teorema: Dados L, yL, lenguajes regulares, L; n L, es un lenguaje regular.

Demostracion:

Como L, es LR existe un AFD M, =<E,, A, §,, e, F,) tal que L, = L(M,)

Como L, es LR existe un AFD M, = <E,, A,, 3,, e,,, F,) tal que L, = L(M,)
A partir de M, y M, es posible definir un AFD M de la siguiente manera:
M=<E,xE, A, UA,, §, [ey, €], F;xF,> E,NE,=0
5 se define como:  3([e;, e,], a) = [5,(e;, @), B,(e, a)]

paratodoe;, e E; e, e E,yparatodoacA

Como L(M)=L(M,) nL(M,) =L, nL, L,nL, esunlenguaje regular
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Ejemplo Interseccion entre dos Lenguajes Regulares

= 2n+1 >
b ={atbi/n2 0 ; M, =<{e1,€11,€31},1a,b},8,,€01,1€51 1>

LOM )L,

L, ={a"/ n>0 } a M2:<{602,612,622},{a,b},SZ,eoz,{622}>

@ e ® L

A partir de M, y M,, seglin la demostracion anterior, se puede construir
un AFD M como:

M=<{[ejep,]:[€}1€1,]; [€01€12]s [€21€20]},1a,b},8,[€g; €l {[€2) €20]}>
ey~
[eg1€02] @ L(M):{aZng /l'l 2 0}
a
b L(M)=L(M,)" L(M,)=L, N L,

L, n L, entonces es regular
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Unién de Lenguajes Regulares

Teorema: Dados L, y L, lenguajes regulares, L, U L, es un lenguaje regular.

Demostracion: (usando Autématas Finitos (AF))
Como L, es LR existe un AFD M, =<E,, A, §,, ey, F,) tal que L, = L(M,)
Como L, es LR existe un AFD M, = <E,, A,, §,, e, F,) tal que L, = L(M,)

A partir de M,y M, es posible definir un AF M de la siguiente manera

M=<E,UE, u{ey)}, AjUA, d,e, F,UF,> e ZE ye, €E,

. E,NnE=J
d: se define como: 1 2
d,(e,, @) sie, e E, paratodoe,cE, UE, y
3(ey, @) = d,(e,a) sie e E, paratodoacAUA,

Ademas se define §(ey, €) = ey, Yy (e, €) = e,

M es AFND-¢. pero aplicando los algoritmos estudiados se puede obtener un AFD equivalente que
acepta el mismo lenguaje que M.

Como L(M)=L(M,) UL(M,) =L, UL, luegolL,uUlL, esunlenguaje regular
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Unién de Lenguajes Regulares

Teorema:

Dados L, y L, lenguajes regulares, L, U L, es un lenguaje regular.

Demostracion: (usando Expresiones Regulares (ER))

Como L, es LR existe una ER r, tal que L, = L(r,)

Como L, es LR existe una ER r, tal que L, = L(r,)

r,+r, es ER que describe el lenguaje regular L(r,) U L(r,)

Como L(r,) =L, yL(r,) =L, entonces L(r,) UL(r,)=L, UL,

Por lo tanto, L, U L, es un lenguaje regular
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Unién de Lenguajes Regulares

Teorema:

Dados L, y L, lenguajes regulares, L, U L, es un lenguaje regular.

Demostracién: (usando Gramaticas Regulares (GR))
Como L, es LR existe una GR G, = (N,, T,, P,, S,) tal que L, = L(G,)

Como L, es LR existe una GR G, = (N,, T,, P,, S,) tal que L, = L(G,)
A partir de G,y G, es posible definir una gramatica G como sigue:
G=(N,UN, T,UT,P,S) N,nAN,=0

P=P,uP, reemplazando$S,enP,yS,enP,porS

Como las reglas de P son las reglas de P, y P,, G es una GR y entonces
L(G) = L(G,) v L(G,) =L, UL, es unlenguaje regular
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Ejemplo Complemento entre dos Lenguajes Regulares

L,={a"/n>0} a b M,=<{e(,.€12,€5,},{a,b}.,8,,€,{€5,}>

L T —
\ @ L(M,)=L,

A partir de M,, se puede construir un AFD M como:

M=<{e(,,€1,,€2, €},1a,b},3,€(,,{€(, €1, €}>
L(M)={a,b}*-{a"b / n>0}

Como L(M)=L(M,) =L, T_z es un lenguaje regular
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Complemento de un Lenguaje Regular

Teorema:

Dado L lenguaje regular, Lesun lenguaje regular.

Demostracién:

Como L es LR existe un AFD M = <E, A, 3, e,, F> tal que L = L(M)

A partir de M, se puede construir un nuevo autémata M’ tal que L(M’) =I

M’ se define como M ' =<Eu{e}, A &, e, (E-F)u{e}>,

donde §” se define como

-sie e E y &(e,, a) esta definida §'(e,, a) = 8(e,, @) paratodoe, e E y paratodoa c A
-sie, e E y 3(e,, a) no esta definida 3'(e,, a) = e paratodoe, c E yparatodoa e A
-sie, =e &f(e,a)=e paratodoacA

Como L(M)=TL Lesun lenguaje regular
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Reversa de un Lenguaje Regular

Teorema:

Dado L lenguaje regular, LR es un lenguaje regular.

Demostracion:

Como L es LR existe una GR lineal a derecha G = (N, T, P, S) tal que L = L(G)

A partir de G es posible definir una gramatica G; =(N, T, P, S) tal que
L(Gg) = LR

donde P =P con cada regla de produccién de P de la forma

A — aB reemplazadaporA—>Ba paraA,BeN yaeT

Como L(Gg) =LR LR es un lenguaje regular
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Propiedades de Clausura de Lenguajes Libres del Contexto

Los lenguajes libres del contexto (LLC) son cerrados bajo las
siguientes operaciones:

v Unidén
v’ Clausura
v Reversa

v' Concatenacion

Los lenguajes libres del contexto (LLC) no son cerrados bajo las
siguientes operaciones:

v Interseccion

v Complemento
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Ejemplo Unién de lenguajes Libres del Contexto

L,={a"b"/nz0} L,={b"a"/n20}
L(G)L, L(G,)=L,
G1=<{A},{a7b}’Pl’Sl> G2:< {B}b{a’b}bp2382>
P{52¢ P={5,”> ¢,
S,2A, S, 28
A—>aAb, B->bBa,
A-ab} B->ba}

A partir de G, y G,, se puede construir una gramatica G como:
G:<{A9Basl,sz} » {avb} P, S> Si los no terminales
P=P1uP2u{Sésl,Sés2}—{Sl98, 8298} } en G, y G, tienen el mismo
Considerar el caso especial nombre deben renombrarse
Sien P,UP,estaba S,>¢ 6 S,>¢ agregar en P: S> ¢

P={S—> ¢, S,2A, A>aAb, A>ab, S,2B, B>bBa, B>ba}
L(G)=L(G)) v L(G,)=L, UL, Gestipo2luego L, UL, es LLC
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Unién de Lenguajes Libres del Contexto

Teorema:

Dados L, yL,LLC, L, UL, es un lenguaje libre del contexto.

Demostracidn:
Como L, es LLC existe una GLC G, =(N,, T, P,, S,) tal que L, = L(G,)
Como L, es LLC existe una GLC G, = (N,, T,, P,, S,) tal que L, = L(G,)
A partir de G, y G, es posible definir una gramatica libre del contexto
G=(N, T, P, S) tal que L(G) =L(G,) uL(G,) =L, UL,
La gramatica G se define como sigue
G=(N,UN,U{S,,S,},T,uUT,P,S) N,NN, =g
P=P,UP,U{$—585,8S5S,}-{S,>¢,S,»>¢€ y ademas
SienP,estalareglaS, >¢€,6enP,S, > ¢eseagregaaP S— ¢

Como las reglas de P respetan el formato de las GLC, G es una GLC y
entonces L(G) = L(G,) u L(G,) =L, U L, es un lenguaje libre del contexto
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Ejemplo Concatenacion de lenguajes Libres del Contexto

L,={a"b"/n20} L, ={b"a"/n20}
L(G))=L, L(G,)=L,
G=<{A}.{a,b}.P.S;> G0 e s

Peis e P={5,2 ¢,
S, DA, S,2B,
A>aAb, B->bBa,
A->ab} B->ba}

A partir de G, y G,, se puede construir una gramética G =<{A,B,S,,S,}, {a,b}, P, S>

Considerar casos especiales

SienP,UP,estaban S,DeyS,>e agregarenP: S> ¢
Sien P estaba S,~e agregaren P : S S,
Si en P, estaba S,~e agregaren P : S-> S,

P={S> S,S,, S £,5> S,, S S,,8,>A, A>aAb, A>ab, S,>B, B>bBa, B>ba}
L(G)=L(G)). L(Gy)) =L, .L,  Gestipo 2 luegoL,.L, es LLC

Ciencias de la Computacion | - Filminas de Clase — Facultad Cs. Exactas - UNCPBA - 2009




Concatenacion de Lenquajes Libres del Contexto

Teorema: DadosL,yL,LLC,L,.L,es unlenguaje libre del contexto.

Demostracidn:

Como L, es LLC existe una GLC G, = (N,, T,, P,, S,) tal que L, = L(G,)

Como L, es LLC existe una GLC G, = (N,, T,, P,, S,) tal que L, = L(G,)

A partir de G, y G, es posible definir una gramatica libre del contexto

G =(N, T, P, S) tal que L(G) =L(G,) . L(G,) =L, .L,

La gramatica G se define como sigue

G=(N,UN,u{S,,S,;},T,UT,P,S) N,NN, =g

P=(P,uP,U{S—>S8.S,})-{S;>¢&,S,>¢€} yademas
SienP,estalareglaS, > € ,seagregaaPlareglaS — S,
SienP,estalareglaS, » g, seagregaaPlareglaS —» S,
SienP,estalareglaS, >¢g,yenP,S, >egseagregaaP S— ¢

Como las reglas de P respetan el formato de las GLC, G es una GLC y
entonces L(G) =L(G,) . L(G,) =L, . L, es un lenguaje libre del contexto
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Clausura de un Lenguaje Libre del Contexto

Teorema: Dado L, LLC, L1* es un lenguaje libre del contexto.

Demostracion:

Como L, es LLC existe una GLC G, =(N,, T, P,, S,) tal que L, = L(G,)

A partir de G, es posible definir una gramatica libre del contexto

G =(N, T, P, S) tal que L(G) = L'(G,)

La gramatica G se define como sigue G=(N, T, P, S)
N=N, u{S,, X} X e N,

T=T,

P=P,u{S—>¢g S>X X>8X, X>8,}-{S,>¢&}

Como las reglas de P respetan el formato de las GLC, G es una GLC y

entonces L(G) = (L (G,))* =L,* es un lenguaje libre del contexto
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Reversa de un Lenguaje Libre del Contexto

Teorema: Dado L, LLC, L1R es un lenguaje libre del contexto.
Demostracion:

Como L, es LLC existe una GLC G, =(N,, T, P,, S,) tal que L, = L(G,)

A partir de G, es posible definir una gramatica libre del contexto
G =(N, T, P, S) tal que L(G) = (L(G,)) R

La gramatica G se define como sigue G=(N,,T,,P, S,)

Donde P=P, con cada regla de produccién de P, de la forma

A-> ® reemplazada por A>oR para AeN y o€ {NUT}* -{g}

Como las reglas de P respetan el formato de las GLC, G es una GLC y

entonces L(G) = (L (G,)) R= L1R es un lenguaje libre del contexto

Ciencias de la Computacion | - Filminas de Clase — Facultad Cs. Exactas - UNCPBA - 2009




