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GRAMATICAS REGULARES - EXPRESIONES REGULARES

Gramaéticas
Las gramaticas formales definen un lenguaje describiendo comodenmenerar las cadenas del
lenguaje.
Una gramatica formal es una cuadrupla G = (N, T, P, S) donde
- N es un conjunto finito de simbolos no terminales
- T es un conjunto finito de simbolos terminales n INe[
- P es un conjunto finito de producciones
Cada produccion de P tiene la forma
o~ B a=¢Ap y B=¢wp
b, wpONOT) y AesSOAIN
- S es el simbolo distinguido o axioma O8N T)
Restringiendo los formatos de producciones permitidas en una gransétipaeden especificar
cuatro tipos de gramaticas (tipo 0, 1, 2 y 3) y sus correspondientes clases de lenguajes.

Gramaticas regulares(Tipo 3)
Generan los lenguajes regulares (aquellos reconocidos por un autidit@taSon las gramaticas
mas restrictivas. El lado derecho de una produccion debe contener un dieniital y, como
maximo, un simbolo no terminal. Estas graméaticas pueden ser:
- Lineales a derecha, si todas las producciones son de la forma
[AN O {S}
A-aB 0 A- a BIN
Uar
(en el lado derecho de las producciones el simbolo no terminal apal®aerecha del simbolo
terminal)
- Lineales a izquierda, si todas las producciones son de la forma
[AN O {S}
A-Ba 0 A- a BIN
tar
(en el lado derecho de las producciones el simbolo no terminal apdeecuierda del simbolo
terminal)
En ambos casos, se puede incluir la produccién & si el lenguaje que se quiere generar contiene
la cadena vacia.

Por ejemplo las siguientes gramaticasy®&;,, son gramaticas regulares lineales a derechay lineales
a izquierda respectivamente, que generan el lenguaje 1" £{a 0}

Gi=({A B} {a}, P1, &) G ({C, D}, {a}, P2, §)
donde R es el cjto. dondedsel cjto.

Si-¢€ 2 -S€

S - aA » -SCa

A - aB -Ma

A - a -@

B - aA -DCa
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Algoritmo para obtener la gramatica regular desde el automata finito

Existe un algoritmo que permite obtener una gramética regulayemeea un lenguaje regular dado

a partir del autémata finito que reconoce ese lenguaje. Los pasos a seguir soreloesiguli

1) Asociar al estado inicial el simbolo distinguido S.

2) Asociar a cada estado del autbmata (menos el estado inicialinbol® no terminal. Si al
estado inicial llega algun arco asociar también un simbolo nontdrif@demas del simbolo
distinguido). No asociar simbolo no terminal a aquellos estados fidaléss que no salen
arcos.

3) Para cada transicion definidde, a) = g agregar al conjunto de producciones, la produccion A
- aB, siendo A y B los simbolos no terminales asociadey & eespectivamente. Sj es un
estado final, agregar también la produccion.fa. Si ¢es el estado inicial (tiene dos simbolos
asociados, el distinguido y un no terminal), utilizar el simbolo noitafnide esta manera se
evita que el simbolo distinguido aparezca a la derecha de una produccion).

4) Si el estado inicial es también final agregar la producciéneS

Ejemplo 1
Derivacion de la gramatica correspondiente al lenguaje del ej. 4 del apunte deasufibritas

L, ={x/x0{0, 1} y x contiene la subcadena 00 6 x contiene la subcadena 11}

L4 = I—(M4Dmin), M4Dmin =< {p01 p11 pZ,pS}, {01 1}1 61 Fb) {p3}>
0 esta definida por el siguiente diagrama de transicion de estados

Como al estado inicial no entran arcos, se asocia Unicamente el simbolo distinguido S.
La gramatica correspondiente a este lenguaje es

G =({A, B, C}, {0, 1}, P, S), siendo P el siguiente conjunto:

S 0A yaquad(p,, 0)=p y SyA estan asociado aypp: respectivamente.
S- 1B yaqued(p,, 1) =p y Sy B estan asociado @ypp, respectivamente.
A - 0C

A-D0

A - 1B

B - OA

B - 1C

B-1

C-0C

C-0

C- 1C

C-1
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Ejemplo 2
Derivacion de la gramatica correspondiente al lenguaje del ej. 3 del apunte deasufibritas.

Ls = {xc®/ x O{a, b} yla cantidad de b’s es par yzn0}, siendo Iz = L(Msp)
Msp = < {eo, &, &, &3, &}, {a, b, c}, Osp, &, {€0, &1}>
O3p esta definida por el siguiente diagrama de transicion de estados

Como al estado inicial entran arcos, se asocia el simbolo digin§uy ademéas un simbolo no
terminal A.

La gramatica correspondiente a este lenguaje es

G=({A,B,C,D,E} {a, b, c}, P,S), siendo P el siguiente conjunto:

S 5 € (el estado inicial es también final) A - cC

S- aA B - aB

S-a B - bA (se usa el simbolo no terminal asociado al estzidii)
S- bB B-b

S-cC C-cDh

A - aA D - cE

A a D-c

A - bB E- cC

Ejemplo 3

Derivacion de la gramatica correspondiente al lenguaje del ej. 7 del apunte deasufibritas.
L, ={a®*"/n=1yk=0} O {ax/x0O{a, b} yx contiene la subcadena ba}
siendo Iz = L(M7Dmin)’ M7pmin = < {p01 P, P2, P3, Pa, Pss pﬁ}’ {a! b}1 5, Po, {p31 p5}>
0 esta definida por el siguiente diagrama de transicion de estados
S A B cC , D

La gramatica correspondiente a este lenguaje es
G=({A,B,C,D,E,F}, {a, b}, P, S), siendo P el siguiente conjunto:

S . aA B- bC C- a D- a F- aF
A - aB B-Db Do bC E - bE F- a
A - bE C- bD D-b E - aF F- bF

B - aA C- aF Do aF E- a FoDb
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Expresiones regulares

Se denominan expresiones regulares sobre un alfabeto A, a lasomgwegie se pueden construir
a partir de las siguientes reglas:

- 0 es una expresion regular que describe el lenguaje vacio;

- € es una expresion regular que describe el lengugjeefto es el lenguaje que contiene
Gnicamente la cadena vacia;

- Para cada simbolo @ A, a es una expresion regular que describe el lenguaje {a}, estb es
lenguaje que contiene Unicamente la cadena a;

- Si ry s son expresiones regulares que describen los lenguajes L(r) ypsjivasnente:

i) r + s es una expresion regular que describe el lenguajél IL({{3)
i) r . s es una expresion regular que describe el lenguajell(§)

iii) r* es una expresion regular que describe el lenguaje L(r)
El operador de clausura es el que tiene mayor precedencia, seguidel pperador de

concatenacion y por ultimo el operador de union.

Las expresiones regulares describen los lenguajes regulguesids reconocidos por autématas
finitos).

Por ejemplo las siguientes son expresiones regulares validas:
-a.b que describe el lenguaje L 2{d n> 0}
-(a+b) que describe el lenguaje L = { x [X{a, b} }

Leyes algebraicas para expresiones regulares
Dos expresiones regulares r y s son equivalents)(si L(r) = L(s)

Seanr, syt expresiones regulares:
Dr+0 = 0O+r=r
2)r.e = g.r=r
yr.0=0.r=0
Ar+s=s+r
5(r+s)+Er+(s+t)
6)(r.s).t=r.(s.t)
Nr.(s+t)=r.s+r.t
8)(s+t).r=s.r+t.r
9 r+r=r

10)0" =¢

1) r.r =r .r
12)r.r +e=r

13) (r .s) =(r+s)
14) (r)" =r

Construccién de autématas finitos a partir de expresiones regulares

Los lenguajes descriptos por expresiones regulares son los lemgeajescidos por los automatas
finitos. Existe un algoritmo para convertir una expresion regularleautomata finito no
deterministico correspondiente. El algoritmo construye a parta degdresion regular un autémata
con transiciones vacias, es decir un automata que contiene arcodosotatme. Luego este
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autOmata con transiciones vacias se puede convertir en un auténtataifiriransiciones vacias
que reconoce el mismo lenguaje.

Construccién del autémata finito con transicioaes

Si r es una expresion regular con n operadores y sin variables corandmseatomicos, existe un

automata finito no deterministico M con transiciosge@FND-€) que acepta solamente aquellas
cadenas que estan en L(r). M tiene un estado final, no entran aestada inicial y no salen arcos

del estado final.

r puede ser una expresion sin operaddreg © un simbolo) o con operadores (+).
Sir no tiene operadores, entonces:

Para r 41 el AFND<€ es
Para r= el AFND¢€ es £
Parar=a (&l A) el AFND< es a

Sir tiene operadores, se dan tres casos dependiendo de la forma de r:

Dr=n+n

Sean M = <Eg, A, 01, &1, {en}> Yy M2 =<BE, A, &, &, {er}>, los autbmatas correspondientes a r

Y I

Se construye un nuevo automata M que une a estos dos autématdd,Mgregando un estado
inicial & y un estado finalig M = < B, 0 E; O {eo, &}, A, 8, &, {en}>. El estado inicial de M
tiene transiciones a los estados iniciales de;M My; los estados finales de estos autématas tienen
transicioneg al estado final del automata M.

2)r=n.r1

Sean M = <Eg, A, 01, &1, {en}> Yy M2 =<E, A, &, &, {er}>, los autbmatas correspondientes a r
Y I

Se construye un nuevo autdmata M, M =<1, A, d, &y, {er}> que tiene como estado inicial al
estado inicial de My como estado final al estado final de;Mene ademas un arco rotulaglo
desde el estado final de; Ml estado inicial de M
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3)r=n

Sea M = <F, A, &1, &3, {en}> el autbmata correspondiente;a$e construye un nuevo autbmata
M, M =< E [0 {eq, o}, A, 0, &, {€}>; y se agregan arcos rotuladogesde gal estado inicial de
M, y al estado final de M, y desde el estado final daMstado inicial de My a .

Ejemplo 4:
Construir el AFNDe correspondiente a la siguiente expresion regular r&90. 1

res de laformar+ r, donder=0.0 y =0 .1

r, se puede expresar coma rs, donde

r3=0 —>O
r,=0 —’O

El automata para es @ 0 :g l! 0 .I

r, se puede expresar coma rs, donde

rs=r,  siendo =0 __. 0

El automata para es e

Bo=CRoEC

—_—

re=1

El automata paraes

8006

El automata correspondiente a r es
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AFND-£ =<{eg, €|, &, &, &, &, &, &, &, &, €, €1}, {0, 1}, d, &, {e11}>, con d definida por el
siguiente diagrama de transicion de estados

Construccién del AFND a partir del AFND-€

Dado un AFNDe es posible construir un AFND equivalente sin transiciones vacias que reconoce el

mismo lenguaje.

Los estados del nuevo autémata sonesados importantes del AFND< y el estado inicial del

AFND-e. Se denominan estados importantes aquellos estados a los que llega wonaun

simbolo real como rétulo.

El estado inicial es el estado inicial del AFND-

La funcion de transicion se define teniendo en cuenta que existe wms&idra del estado

importante eal estado importantg eon el simbolo X, si existe algin estadta¢que:

- se puede llegar desde el estadalesstado econ un camino de 0 6 mas transicioggse
permite = g;

- en el AFNDe existe una transicion del estadaéestado jgotulada con el simbolo x.

Los estados finales del nuevo autbmata son los estado finales detytbdos los estados el

AFND-¢ para los cuales existe un camino con transicienes el AFNDg, a algun estado final del

AFND-¢.

Ejemplo 5
Construccién del AFND correspondiente al AFddel ejemplo 4.

El conjunto de estados esta formado paiestado inicial) y por los estados e, €y e, (estados
importantes).
Los estados finales son g e (existe un camino en el AFNDeon transiciones a un estado final
del AFND-).

El estado inicial espe

Transiciones para el estadg desde el estadg se pueden alcanzar con transicionéss estados

€, €, &, &, &Y &. En el AFNDe existe una transicién de a e con 0, una transicion dg a &

con 0 y una transicion de a g, con 1. Entonces en el nuevo autémata hay una transicigrade e
con 0, una transicion dg @ & con 0 y una transicion deg @ g con 1.

Transiciones para el estadp desde el estade se pueden alcanzar con transicionéss estados

e Y 6. En el AFNDe existe una transicién dg a g con 0. Entonces en el nuevo automata, hay
una transicion del estade & estado g£con 0.

Transiciones para el estadp desde el estadg se pueden alcanzar con transicioniéss estados

€, €, &Y &. En el AFNDEe existe una transicion de @ & con 0 y una transicion de & go con 1.
Entonces en el nuevo autémata, hay una transicion del estadestado £con 0 y una transicion
del estado eal estado g con 1.

Transiciones para el estadp desde el estadq se pueden alcanzar con transicioniéss estados

e, Yy 1. Como en el AFNCE no existen transiciones sobre simbolos reales desde el estado e
entonces no se agregan transiciones desde el egtadelenuevo automata.
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Transiciones para el estade: @lesde el estadqeese pueden alcanzar con transicionéss estados

e Y e1. Como en el AFNDE no existen transiciones sobre simbolos reales desde el egtado e
entonces no se agregan transiciones desde el egtantoet nuevo autdbmata.

El automata correspondiente sin transicianss define

AFND = <{ey, &, &, €, eq}, {0, 1}, d, &, {e4, eo}>, con d definida por el siguiente diagrama de
transicion de estados

Se puede observar que este autdmata es no deterministico. Contna yasse, es posible construir
a partir del mismo el autémata finito deterministico equivalente que reconoiseral lenguaje.

Ejemplo 6
Construir el AFNDe correspondiente a la siguiente expresion regular r = (.40

res de laformar. 1o, dondef=0+0 y =1

r, se puede expresar comotr,, donde

Gt
ra=rs siendog=0 —’

€
El automata para es

G100

El automata para es

oRoRorod

El autdmata para es . 1 I

i’GDE\,
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El automata correspondiente a r es

AFND-¢ =<{eg, &, ©, 6, &, 6, &, €, &, &}, {0, 1}, d, &, {eq}>, con d definida por el siguiente
diagrama de transicion de estados

o 0@

€

ofopodos

—~(e)

Construccién del AFND correspondiente al AFNRnterior

El conjunto de estados esta formado pp(estado inicial) y por los estados & y & (estados
importantes).

El Gnico estado final eg e

El estado inicial espe

El automata correspondiente sin transicianss define
AFND = <{ey, &, &, &}, {0, 1}, &, &, {eg}>, con & definida por el siguiente diagrama de transicién

de estados
0 1
Ha it
T &)

v

Se puede observar que este autdmata es no deterministico. Contna yasse, es posible construir
a partir del mismo el automata finito deterministico equivalgntereconoce el mismo lenguaje,
que podria ser luego minimizado.

Otra posibilidad es simplificar la expresion regular primeraa paEstener directamente el AFD
minimo.

r=(0+0).1

(0+0).1=(0.£+0.0 +¢) .1
=(0.(e+0)+¢g).1

(0.(e+0.0 +g)+g).1

(0.(0.0 +g)+g).1

=(0.0 +¢).1

=0 .1
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Construccién de la expresion regular a partir del automata

A partir de cualquier autémata finito es posible obtener una expresjiar que describe el
lenguaje reconocido por el autémata. Esta conversién consiste emiimaelilo los estados del
autOmata uno por uno, reemplazando los rétulos sobre los arcos, que inieéaaresimbolos, por
expresiones regulares mas complicadas.

Eliminacién de estados del autbmata

Se desea eliminar el estado u, pero se deben mantener los réfamexjgesiones regulares sobre
los arcos de modo tal que los rétulos de los caminos entre cualgsyuiker estados de los estados
restantes no cambien Ri1

)

Si no existe arco de u a u se puede agregar uno rofulado

Los nodos sparai=1, 2, ..., n, son nodos predecesores del nodo u, y losjnpdos f=1, 2, ...,

m, son nodos sucesores del nodo u.

Existe un arco de cadaasu, rotulado por una expresion regularySin arco de u a cadadtulado

por una expresion regulay. Bi se elimina el nodo u, estos arcos y el arco rotulado U desapareceran.
Para preservar estas cadenas, se debe considerar cadatjpaagregar al rétulo del arco deast,

una expresion regular que represente lo que desaparece.

En general se puede suponer que existe un arco rotujatdfa {parai=1,2, .., nyj=1, 2, ...,
m. Si el arco de; & { no esta presente se puede agregar con fidtulo

El conjunto de cadenas que rotulan los caminos @@ sincluyendo el ciclo de u a u, y luego de u a
t;, se puede describir por la expresion reguld?‘@.

Por lo tanto, después de eliminar u y todos los arcos que llegagnydeali, se debe reemplazar el
rotulo R; del arco de si g por la expresion regular

R+SUT,

Algoritmo para construir la expresion reqular a partir del autbmata
Los pasos a seguir son los siguientes:

1) Repetir para cada estado final:

« Si el estado final es también inicial, eliminar todos los estados exceptads estial.
S

A\
—©)

La expresion regular correspondiente es S
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« Sino, eliminar los estados del autébmata hasta que queden Unicamente el esthg@limstado
final en consideracion.

S T
TREA
@aT
La expresion regular que nos lleva del estado s al estado t es

SU(M+VS U =S U(T (VS L))

2) Realizar la unién de las expresiones regulares obtenidas para cada estddbdirtamata.

Ejemplo 7
Obtener la expresion regular correspondiente al lenguaje del ejemplo 1

Paso 1) El tnico estado final es @omo no es inicial se deben eliminar los estadgsppara que
qgueden Unicamente fel estado inicial) y p(el estado final en consideracion).

- Eliminacién del estado;p
0+1

00

P
1+01 %+oo

- Eliminacion del estadop 0+1
00 O’

(1 +01)(01)(1 + 00)

O0+1
—(®) ®

(1 + 01)(01)(1 + 00) + 00
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Paso 2) La expresion regular correspondiente es: ((1 + 01)(6190) + 00)(0 + 1)

Ejemplo 8
Obtener la expresion regular correspondiente al lenguaje del ejemplo 2

(o

Paso 1) Como el automata tiene dos estados finales, se calmdag&presion regular para cada
uno de ellos.

El estado final ges también inicial. Por lo tanto se deberan eliminar todos ladosstjue estan en
el camino de ga . El Unico estado a eliminar es e
- Eliminacion del estadoe

a + bab

La expresion regular para el estageg ER = (a + bab)’

El otro estado final es;eComo no es inicial se deben eliminar los estadps,e/ e; para que
queden Unicamentg €l estado inicial) y£(el estado final en consideracion).
- Eliminacién de e

a+ bab
— (&) ) (e )
C
- Eliminacién de ¢
a+ bab

@ * (&) ()
—
cC

Eliminacion de ¢

. cce
a+ bab

X



CIENCIAS DE LA COMPUTACION | 2009

La expresion regular para el estade® ER = (a + bab) ccc(ccc)

Paso 2) La expresion regular correspondiente al automata se olniienelo las expresiones
regulares resultantes para cada estado final.

ER=ER+ER = (a+ba) + (a+ bab) ccc(cec)

Ejemplo 9:
Obtener la expresion regular correspondiente al lenguaje

L={x/x O{a, b, ¢} y x contiene cantidad par de a’s y cada a en x esta precedida por al menos una b}
AFD = <{ey, &, &, &}, {a, b, ¢}, 3, &, {eo, &}>

Paso 1) Como el automata tiene dos estados finales, se calmdae&presion regular para cada
uno de ellos.

Estado final ¢

Como no es inicial se deben eliminar los estadgsee para que queden Unicamengg@ estado
inicial) y e (el estado final en consideracion).

- Eliminacién de g

- Eliminacién de ¢

b+cch

4—06‘6“ (o )=—(=)
V
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ct+acb(b+cch) a

La expresion regular para el estade® ER = ¢ b(b+(c+acb(b+cch) a)cb)’

Estado final @
El estado final ges también inicial. Por lo tanto se deberan eliminar todos ladosstjue estan en
el camino de ga &, es decir € & y . Retomando el autdmata obtenido en el paso anterior, sélo
quedaria por eliminar el estadp e
- Eliminacién de e
b

c+acb(b+cch)a
J—Qb (e )—(=)

\_/

c

c+bb (c+acb(b+cch) a)

ERy = (c+bb(c+acb(b+ccb) a))

Paso 2) La expresion regular correspondiente al automata se olmiemelo las expresiones
regulares resultantes para cada estado final.

ER = ER + ER, = ch(b+(c+ach(b+cch)a)ch) + (c+bb(c+ach(b+cch)a)y



