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AUTOMATAS FINITOS

Un autémata finito es un modelo matematico de una maquina que acéptascae un
lenguaje definido sobre un alfabeto A. Consiste en un conjunto finito de estaticsyunto
de transiciones entre esos estados, que dependen de los simbolosidedalezentrada. El
automata finito acepta una cadena x si la secuencia de transicimmespondientes a los
simbolos de x conduce desde el estado inicial a un estado final.
Si para todo estado del automata existe como méximo una transifididad@ara cada
simbolo del alfabeto, se dice que el autbmata es determinis&d®).(8i a partir de algun
estado y para el mismo simbolo de entrada, se definen dos o misomassse dice que el
autémata es no deterministico (AFND).
Formalmente un autémata finito se define como una 5-upla

M=<E, Ad &, F> donde
E: conjunto finito de estados
A: alfabeto o conjunto finito de simbolos de entrada
o: funcién de transicion de estados, que se define como

-0.EXA-S E si el autbmata es deterministico

-0. EXA - P(E) sielautémata es no deterministico (P(E) es el conjunto potencia

de E, es decir el conjunto de todos los subconjuntos de E)

e. estado inicial; ¢ 0 E
F: conjunto de estados finales o estados de aceptadidk; F

Generalmente se asocia con cada automata un grafo dirigido, lldimgdama de transicion

de estados. Cada nodo del grafo corresponde a un estado. El estadseifmclada mediante
una flecha que no tiene nodo origen. Los estados finales se representemairculo doble.

Si existe una transicion del estagd@leestado jgara un simbolo de entrada a, existe entonces
un arco rotulado a desde el nodakenodo g es decir qué(e, a) = ¢ se representa en el

diagrama
O

Ejemplo 1
Autémata finito deterministico que acepta el lenguaje

L={acn>0y n=0}
Mip = < {ey, €, &}, {a, b, c}, dip, &, {€2}>
O1p esta definida por el siguiente diagrama de transicion de estados

a o}
_O-00

Ejemplo 2
Autémata finito deterministico que acepta el lenguaje
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L, = {00x1/ x {0, 1} " }

Mep = < {ev, €, & €3}, {0, 1}, &p, &, {€3}>
O.p esta definida por el siguiente diagrama de transicion de estados

0 1
ofoPore
RORORORO
2O
Ejemplo 3

Autémata finito deterministico que acepta el lenguaje
Ls={xc*" x O {a, b} y la cantidad de b’s es par y=n0}
Mep = < {eo, &, &, €3, &}, {a, b, c}, &ap, &, {0, &1}>
O3p esta definida por el siguiente diagrama de transicion de estados

Ejemplo 4
Autémata finito no deterministico que acepta el lenguaje

L, ={x/x0{0, 1}  y x contiene la subcadena 00 6 x contiene la subcadena 11}

Minp = < {€0, &1, &, &, &}, {0, 1}, danp, &, {€2, & }>
O4np esta definida por el siguiente diagrama de transicion de estados

~@’1
©

1

0,1

Funcién de transicidn para cadenas
Se define ademas una funcidn E x A — E, tal qued (e, x) es el estado en que estara el
autOmata después de leer la cadena x comenzando en el gstado e

1)3 (a,e)=@

2)d (e, xa) =8(d (g,x),a) siendo x una cadenay a un simbolo del alfabeto A.
La diferencia entr8y & es qued se define desde un estado y un simbolo del alfabétasey
define desde un estado y una cadena de simbolos.
El lenguaje aceptado por un autémata finito M = <E),A%, F> es:
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L(M)={xOA" /& (en,x) OF}
Los lenguajes aceptados por automatas finitos se denominan lenguajes regulares.

Equivalencia entre AFD y AFND
Para cada AFND, existe un AFD que acepta el mismo lenguaje.
Dado el automata finito no deterministicoyiM= <Exp, A, dnp, @np, Fno™>, se define el
autémata finito deterministico correspondientg=MEp, A, &b, ep, Fp> como sigue:
- Eb = P(Bp) (conjunto potencia deyg). Cada elemento depEse representa como
[e1, &, ..., g donde g, &, ..., ¢ estdn en fp. Se debe notar quej[e, ..., §] €s un Unico
estado de M que corresponde a un conjunto de estadosyie M
- A: alfabeto
- Op: Ep X A - Ep, se define como

(e, &, ..., €, @) =[&, e, ..., &] sii

woern &, ..., ¢, a) =3° {er, &, ..., ¢, a) = {&, en ..., &},

donded® se define com&® (C, a) =L1 & (p, a) y &° (0, a)=0 (C: conj. de estados)
pdC

Es decir queédp aplicada a un elemento;[es, ..., §] de B se calcula aplicanddyp a cada
estado de fp representado porqee, ..., €§].

- €p = [€onD]
- Fp: conjunto de todos los estados @edte contienen al menos un estado final dg.M

Ejemplo 5 Construccion del automata finito deterministico correspondientegd@hata finito
no deterministico del ejemplo 4.

El AFD Myp correspondiente al AFND Mp se define como

Map = < Egp, {0, 1}, d4p, [€d], Far>

La funcion de transiciodyp se calcula como:

&b 0 1

[€0] (€0, &] [eo, €]
[eo, €] [€o, &, &] [eo, €]
[eo, €] [eo, &] [eo, €1, &]

[€0, &, &] | [eo, &, &] | [eo &, &
[eo, &, ] | [eo, & 6] | [en e, el
[€0, €1, &] | [eo, &, &] |[eo, € &, &
[0, &, &] |[eo, & &, &]| [eo &, €]
[eo, &, &, &] |[e0, &, &, &] |[eo, &, &, &]
[0, ©, &, &] |[€0, &, &, &] |[€0, €1, &, &]

Comodanp(eo, 0) = {e, &3}, entoncesdup([eq], 0) = [&, &].

Comodsp({eo, &3}, 0)= 8°({eo, e}, 0)=8anp(€n, 0) O Sanp(€s, 0)={e, &3} 0 {e4} = {e0, &, e}
entonceup([€o, &], 0) = [&, &, &].

De la misma forma se calcudg para el resto de los estados.
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Se debe notar que se ha calculdgopara Unicamente aquellos estados alcanzables desde el
estado inicial y a partir de los cuales se puede alcanzar un estado final. Por |b tanto, e
conjunto de estadoskes

Esp = {[ed], [€0, €], [€o, &1], [€0, &3, €], [€o, &, &, [€0, &, &), [0, &, &], [€o, &, &, &], [eo, &, &, &].}

El conjunto de estados finalegoFesta formado por aquellos estados gedte contienen al
menos un estado final de;M. Entonces

Fap = {[€0, &, &, [€0, &1, &), [€0, &, &, [€0, &, &], [, &1, &, €], [€o, &, &, &]}

Renombrando los estados correspondientes al AFD:
[€] - Qo

(€0, &] -

(€0, &] - @

[, &, &] - O3

[€0, &1, &] — Oa

[0, &1, &] - s

(€0, &, €] - 06

[0, €1, &, &] — o7

[€0, &, &, &] — O

la funcién de transiciodyp se puede reescribir como:

dap 0 1
Qo b 0]
Ch o<} 0]
Q2 Oh (o
0] s Os
Qs Os Qs
Os o<} g7
Os Os Qs
a7 Os oy
Os Os a7

Entonces Mp = <{do, 01 %, G5, G, G, Ok O, G}, {0, 1}, dup, G, {03, Guy G, G, O, CBF>

El diagrama de transicion de estados correspondiente a este autdbmata es:
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Minimizacién de AFD

Para cada AFD existe un AFD con cantidad minima de estados que acepta el migaje.leng
El algoritmo de minimizacién divide el conjunto de estados del AFDcleses de
equivalencia. Los pasos a seguir son los siguientes:

1) Eliminar los estados no alcanzables desde el estado inicial.

2) Eliminar los estados desde los cuales no es posible alcanzar un estado final.

3) Construir una particiofly del conjunto de estados, que consiste en dos grupos: estados
finales y estados no finales.

4) SeaK=0.

5) Definir Mk+1 de la siguiente manera: para cada grupo G de una pafigjdtividir a G en
subgrupos tales que dos estados s y t estan en el mismo grigdtossiypara todo simbolo a
del alfabeto de entrada, los estados s y t van al mismo grupe de

6) K=K+ 1.

7) Sillk # MNk.1 volver al paso 5. En caso contrario, terminar.

Ejemplo 6 Minimizacion del AFD resultante del ejemplo 5.

- No existen estados no alcanzables desde el estado inicial.
- No existen estados desde los cuales no es posible alcanzar un estado final.

- Como @, g1, Gp son estados no finales y, gy, Gs, G, 07, Gs SON estados finales
Mo={To % O G006 07 O}

- Grup0 @ g1 ¢p. Como

- desde gjcon O se pasa al grupe

- desde gcon 0 se pasa al grupe@ 0s Gs O7 Gs

- desde gicon O se pasa al grupe@
se debe separar el estadalg los estados§ .

Para ver si ]y ¢ pueden quedar en el mismo grupo, se debe analizar qué ocurre con el
simbolo 1:
- desde glcon 1 se pasa al grupe@ 0z
- desde gcon 1 se pasa al grupe@ 0s Gs 07 Os

Entonces, como con 1 van a distintos grupos se deben separar también.
- Después de realizar un analisis similar para el grgp @ 0s 07 G, la particion resultante

es: M1 ={To, Or, % Os 4 O G6 Or O }

- Analizando I, se puede concluir que no hay manera de seguir particionando, ya, gue
M.

Renombrando los estados:

Qo — Po

q - P

R -

03 G4 05 06 O7 O — P3

el AFD minimo se define como Mhin = < { po, P1, P2, Pz }, {0, 1}, 8, po, {p3}>, donded esta
definida
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por el siguiente diagrama de transiciéon de estados

De los ejemplos 4, 5y 6 se puede concluir que:
L(Minp) = L(Map) = L(Mapmin) = L4

Ejemplo 7
Autémata finito no deterministico que acepta el lenguaje

Ly ={a®b*"/n=1yk=0} O{ax/xO{a, b} yx contiene la subcadena ba}

Mo = < {€o, &1, &, &, &, &, &, €7}, {a, b}, dp, &, {3, &}>
O7np esta definida por el siguiente diagrama de transicion de estados

@G @
a
a

b

a

' a, k

El automata finito deterministicoM correspondiente al AFND Mp se define como

M7p = < Ep, {a, b}, &/p, [&], Frp>
La funcion de transiciéd;p se calcula como:

O a b
[€d] [e1, &] -
(&1, &] [e2, &] [es, &)
[e2, & [e1, & [es, &, &
[e5, & [es, e [es, &)
[e3, &, &) [es, e [es, &, &
[es, €] [es, e [es, &, €]
[es, &, €] [es, e [es, &, &
[e5, &, €] [es, e] [es, &, €]
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Comod,np(en, @) = {&, &}, entoncesdp([ed], a) = [a, &].

Comodno({es, e}, 8)= 8°({e1, es}, a)=dp(er, @) 0 Srno(es, a)={ex} O {es} = {e2, &5}
entonces;p([el, &], a) = [e, &].

De la misma forma se calcuda, para el resto de los estados.

Se debe notar que se ha calculagppara Unicamente aquellos estados alcanzables desde el
estado inicial y a partir de los cuales se puede alcanzar amloefstal. Por lo tanto, el
conjunto de estadosfes Ep = {[eq], [€1, &], [€2, &], [€3, &, &, [es4, &, &, [es, &, [es, e,

[es, &, 7]}

El conjunto de estados finalegsFesta formado por aquellos estados gedte contienen al
menos un estado final de;p. Entonces

Fo = {[es, €], [e3, &, &, [&s5, &, ]}

Renombrando los estados correspondientes al AFD:
[€] - Qo

[er, &] - q

(€2, &] - @

(€5, &] - O

(€3, &, &] - Ou

[es, &] - s

(€4, &, &] — 06

[es, &, €] - o7

la funcién de transiciéd;p se puede reescribir como:

O a b
Qo b -
i o7 0]
Q2 Oh (o
s Os 0]
Qs Os Os
Os Os oy
Os Os Qs
a7 Os a7

Entonces Mp = <{qo, th, %, G, G, G, G, O}, {&, b}, O7p, O, {d4, G, G7}>
El diagrama de transicion de estados correspondiente a este autébmata es:
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El automata finito deterministico minimo correspondiente al autoMajase calcula como
sigue:

- No existen estados no alcanzables desde el estado inicial.

- No existen estados desde los cuales no es posible alcanzar un estado final.

- Como @, a1, G, B Y G Son estados no finales y, gs y g7 son estados finales
Mo={Toh O G O, Oh0s0r}

- Grupo @ 0p 0 Gz Gs- Como

- desde g|con a se pasa al gruped & Gz s

- desde gcon a se pasa al grupe@ o 0z Gs

- desde gicon a se pasa al grupe® Gz Gz Gs

- desde gicon a se pasa al gruppa o

- desde gicon a se pasa al gruppag o;

los estadosqy s se deben separar de los estadpsiy p.

Para ver si ¢ g Y ¢ pueden quedar en el mismo grupo, se debe analizar qué ocurre con el
simbolo b:
- desde glcon b no hay transiciones definidas
- desde gcon b se pasa al grupe@ 0z Gz Gs
- desde gcon b se pasa al grupe @ g;
Como con b van a distintos grupos se deben separar.

Para ver si §)y g pueden quedar en el mismo grupo, se debe analizar qué ocurre con el
simbolo b:
- desde gicon b se pasa al grupe@ 0z Gz Gs
- desde gicon b se pasa al grupe @ q;

Entonces, como con b van a distintos grupos se deben separar también.
- Después de realizar un analisis similar para el grupe @, la particion resultante es:

I_Ilz{cTO’ql’ CTZ’@’@’ @$q5—q7}

- Analizando I'; se puede concluir que no hay manera de seguir particionando, ya, gue
M.

Renombrando los estados:

Qo — Po

O - P

02 - P2

03 - Ps

Os — Pa

G — bs

0 Q7 - Ps

el AFD minimo se define como Mhin = < { Po, P1, P2, P3, Pas Ps, Pe}, {@, b}, &, po, {Pa, Ps}>,
donded esta definida por el siguiente diagrama de transicion de estados

b
~$ (>
b
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Se puede concluir que L@b) = L(M7p) = L(M7pmin) = Ly

Autémata finito: Modelo
Un autémata finito M que se utiliza como modelo es simplemente amaiat finito que se
define como una 3-upla W <E,A, 0>.

Notar que no existe estado inicial,ei el conjunto de estados finales F, ya que solo se utiliza
para modelar el funcionamiento de un proceso.

Donde

E: Conjunto finito deestados

A: Alfabetoo conjunto finito de simbolos de entrada,

O Es la funcion de transicion de estaddsfinida &'E xA - E

Ejemplo 8
Se muestra el modelo de funcionamiento de un grabador “tipo”

E ={OFF, ON, PAUSA, AVAN., RETR.}
A={play, pausa, stop, rew}ff

o
play R paus: R
e o e
stop paus:

.
> (A
T rew

Automata Finito Traductor
Un automata finito traductor Mes simplemente un autémata finito que se define como una
7-upla Mr=<E,A, 0, e F, S y>.
Donde
E: Conjunto finito deestados
A: Alfabetoo conjunto finito de simbolos de entrada,
O:Es la funcion de transicion de estaddsfinidad:E xA - E
e. Estado inicialeg O E.
F: Conjunto deestados finales o estados de aceptadtdn.E.
S: Alfabetoo conjunto finito de simbolos de salida
y: Es la funcién de traducciodefiniday. E x A — S*
Ambas funcione®. E XA - E yy.E XA - S*estan definidas sobre EAX
Siexisteno(e ,a)=¢g y
y(e,a) =x donde g g OE;alA ; xO S
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en el diagrama de transicion de estados el valor de la tradxcmdagrega sobre los arcos.

—_———

Funcion de traduccion para cadenas

La extension de la funcién de traduccidnE x A* - S*, tal quey (e ,w) es la cadena que
traducira el autébmata, luego de leer la cadeea la cinta de entrada y comenzando en el
estado g se define como:

1)y (e, &) =¢

2)y (e, wa) =y (e, w). (e, w),a) dondea JA, wJA* e O E

La diferencia entrg y y es quey se define desde un estado y un simbolo del alfabgtosey
define desde un estado y una cadena de simbolos.

Nota: El autébmata solo define la traduccion, si el automata fiattonocedor subyacente
“acepta” la cadena. Es decir, la traducciom)T@* - S* asociada a Mesta definida como:
T(W=y (e, w) = d(en,w)OF donde w A*

Ejemplo 9
En cierta oficina, una maquina expendedora distribuye dos tipos de bebidts gaseosa y

agua mineral. El precio por unidad es $1. La maquina acepta monedas de $0.263$0y60
devuelve el cambio necesario. Para comprar una bebida se deben intesdouanedas, y
luego apretar el botdon G para solicitar una gaseosa, o bien el bop@maMsolicitar Agua
Mineral.

Para esta maquina se modela el siguiente Autdmata Finito AFM = 5 A

La funcion de traduccionindica el dinero que se entrega como cambio por la adquisicién de
la bebida, seguido por el tipo de bebida que se ha seleccionado.

El conjunto de estados E ={, &, &, &, &}, donde el estadocele la maquina, parak =0, 1,
2, 3, 4, recuerda la insercion de un total de k * $0.25.

A ={0.25,0.50, 1, G, M}

S ={0.25, 0.50, 1, g, m} donde g indica lata de gaseosa y m agua mineral

o 10.25/0.50( 1 G M y |0.25/0.50| 1 G M

& | & | & | & | & | & & € € € €

& | & | &8 | & | & | & e € e 025 ¢ €

& | &8 | & | & | & | & & € e [050| ¢ €

&G | & | & | & | &8 | & & e 0251025 ¢ €
0.50

€4 & & & & & e |0.25/050 1 g m
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Ejemplo 10
Sea L = {11°"0"/ n=2 y m>2 y k=0}

Traducir las cadenas de L:
0"1%™0¢ comoa®**b(bc)" para B2, m=2, k=0
Mr1= <{eo,e1,6,63,€4,6565,€7}, {0,1} , J, en {e6e7}, { a,b,Cc} y>

oyy
O/aa

O O/
.O/aa ‘ O/aac . 1/b<e3> l/bC 1/s C 1/bC 0/e /@
1/e

Para la cadena de entrada 00111%12 0
T(*1Y =y (e, 0°1%) = d(e, 071 OF
T(0*1% = a®v*(bc)> - eOF

Para la cadena de entrada®o®
T(0°1°0% =y (e, 0°1°0%) = O (&, 0°1%0°)
T(0°1%0°% = a''b(bc)® - e0OF

Para la cadena de entradd@1
T(01°0%) = y (&, 01'0%) - d(ey, 01°0%)
T(01°0%) no es vélidaporque e F

Ejemplo 11
Sea L = {cc (b / k=0 y x1 {a,c}*}

Traducir las cadenas de L:
cc(bafx como ¥1™ para 30 y m=|x|
Mt1= <{€o,e1,62,€3,64,65,6}, {0,1}, J, & {€2, &}, {1} , ¥ >
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Para la cadena de entrada cc

y (e, cc)=1 < d(ep,cc)IF

Para la cadena de entrada ccfeda

YV (e, cc(bafacca)= $1*=1" < J(ey, cc(bafacca)l F
Para la cadena de entrada ccaaaacacc

V (e, ccaaaacacc)=’1 - J(ey, ccaaaacact) F

Para la cadena de entrada ccc

V(e,ccc)=F <= (e, cco)dF



