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Geometría computacional

Geometría computacional ha sido siempre un área importante en ingeniería, al punto que ya en la década del ’50 existían sistemas rudimentarios de CAD (Computer Aided Design), a pesar de que el hardware de esa época era sumamente limitado. A finales de los ’70 y comienzos de los ’80 aparecen las work-stations, y fue alli cuando se desarrollaron la mayoría de los algoritmos geométricos que se utilizan hoy en día; sin embargo es con el advenimiento de las PC, los video-juegos, los efectos especiales y recientemente la realidad virtual, que las aplicaciones de computer graphics están alcanzando su máximo potencial.

Una particularidad de los algoritmos geométricos es que por el hecho de requerir de operaciones con números reales, pueden dar un resultado equivocado. Si esto no se tiene en cuenta, los métodos pueden ser poco robustos (en general andan bien, pero en ciertos casos pueden no funcionar). De hecho el arte de la buena programación en esta área gira en torno a este concepto.

1. Entidades geométricas fundamentales

Siguiendo una política usual en el ambiente computacional, los cuerpos se describen descomponiéndolos en entidades más simples. Por ejemplo, un poliedro 3D puede ser descrito a través del conjunto de polígonos que forman su superficie. A su vez, cada polígono puede descomponerse en un conjunto de segmentos, y finalmente cada segmento se define especificando la posición de sus puntos extremos.

Salvo algunas excepciones, como el caso de curvas splines, o superficies bi-cúbicas, las entidades geométricas que se utilizan son siempre las más simples: rectas, triángulos, tetraedros, etc. Objetos más complicados son modelados con varios objetos simples (una línea cúbica con un conjunto de rectas o una esfera con un conjunto de triángulos). De hecho el hardware está especialmente preparado para recibir este tipo de entidades y no otras
.

A continuación se detallan las entidades geométricas fundamentales,

1.1 El punto:
Se lo define como una n-upla de números reales. 
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Por ejemplo en 2-D [x,y]  y en 3-D [x,y,z].

Indica una posición en el espacio y se lo suele

representar con un vector con la base en el

origen y la cabeza en la posición.

Descripción de un punto en 2D

1.2 Segmento:

Se lo define a través de sus dos puntos extremos [P1,P2]
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Si un segmento tiene orientación se lo llama vector. 

En ese caso  [P1,P2] ( [P2,P1]

Representación de un vector en 2D

1.3 Polígonos:

Se llama así a una superficie plana cuyo borde está formado por segmentos rectos.

Se dice que el polígono es convexo si todo su borde 

es visible desde todo punto de su interior. Otra forma

de definir convexidad es pidiendo que todo segmento

con sus extremos en el interior del polígono no corte

un segmento de borde.

El polígono más simple es el triángulo. Cualquier

polígono puede ser descompuesto en un conjunto

de triángulos.

Polígono no-convexo en 2D

1.4 Poliedros:

Poliedro es un volumen cuya superficie está formada por polígonos. 

Igualmente se dice que el poliedro es convexo si su superficie es visible desde todo punto de su interior.

El poliedro más simple 

es el tetraedro (formado por

cuatro caras triangulares).

El tetraedro regular y el cubo, dos de los cinco poliedros regulares

2. Operaciones con vectores

Casi sin excepción, los algoritmos geométricos requieren de operaciones con vectores. Se incluyen a continuación las más comunes. En todos los casos se ha considerado que la base de los vectores se encuentra en el origen. La aplicación a casos generales es inmediata desplazando primero el vector al origen.

2.1 Módulo de un vector: 

Es el tamaño del vector y se calcula como:  sqrt(x2 + y2 + …)

2.2 Suma de dos vectores:

La suma de dos vectores es otro vector, cuyas

componentes son la suma una a una de las

componentes de los vectores originales:

En 2D:

           S1+S2:  [x1,y1] + [x2, y2] = [x1+x2, y1+y2]

Igualmente

S1-S2:  [x1,y1] - [x2, y2] = [x1-x2, y1-y2]

Suma de vectores en 2D

2.3 Producto escalar: 


El producto escalar de dos vectores es un número real

y se lo define como:

[x1,y1] . [x2, y2] = x1.x2 + y1.y2
Se puede demostrar que

                     S1 . S2 = S2 . S1 = |S1|.|S2|.cos (
Esta propiedad resulta muy útil para calcular el ángulo entre dos vectores. En efecto es la forma más económica de hacerlo.

2.4 Producto cruzado o producto vectorial: 

El producto vectorial de dos vectores es otro vector de módulo

|S1 x S2| = |S1|.|S2|.sin (
y dirección normal a los dos vectores originales siguiendo la regla del tirabuzón:

S1 x S2 => dirección positiva (saliente del papel en el dibujo)

S2 x S1 => dirección negativa (entrante)


El producto vectorial se puede evaluar como

el determinante de la matriz:


(y1.z2-z1.y2) i
(z1.x2-x1.z2) j
(x1.y2-y1.x2) k
S1 x S2 : [y1.z2 - z1.y2,  z1.x2 - x1.z2,  x1.y2 - y1.x2]

3. Algunas aplicaciones del producto vectorial

3.1 Cálculo de áreas:

El módulo de S1 x S2 es igual al área del paralelogramo formado por los dos vectores. En el caso de 2D este área puede entonces calcularse sin necesidad de evaluar una raiz cuadrada, ya que el vector resultante solo tiene componente Z:





A = x1.y2 - y1.x2
Esta es la forma usual de calcular el área de un triángulo: At = (x1.y2 - y1.x2)/2

Dado entonces tres puntos, la función en C que evalúa esta área se puede escribir como:


struct Point
{ double x,y;
};


double area_triang (Point p0, Point p1, Point p2)



{



double area;



area = (p1.x-p0.x)*(p2.y-p0.y) – (p1.y-p0.y)*(p2.x-p0.x);



return area*0.5;



}

También puede utilizarse para calcular el área de cualquier polígono, ya que como se dijo, un polígono puede ser descompuesto en un conjunto de triángulos. Dado que esta descomposición puede no ser simple de plantear, resulta más práctico calcular este área como la sumatoria del área de todos los triángulos formados por un punto cualquiera y los segmentos que describen el polígono (ver figura).


Nótese que el punto no tiene porque estar dentro del polígono. Algunas de las áreas de triángulos podrán tener valor negativo, pero es simple comprobar que la sumatoria de todas ellas dará como resultado el área del polígono, y que este no tiene porque ser convexo.

3.2 Determinar si un punto es interior a un polígono convexo:

Dado un segmento [P1,P2] y un punto P, el producto 

vectorial puede utilizarse para saber si el 

punto está a la derecha o a la izquierda 

del segmento:

Si [P2 - P1] x [P - P1] > 0 
=> izquierda

Caso contrario

=> derecha

Utilizando esta propiedad, si el punto se encuentra a la izquierda de todos los segmentos que forman el polígono, entonces el punto es interior. Como el polígono se asumió que es convexo, basta que el punto esté a la derecha de un solo segmento para que se considere que está fuera del polígono.

3.3 Camino que no se corte y que pase por un conjunto de puntos:

Supongamos que se desea trazar una polilinea cerrada que pase por un conjunto 

de puntos dados y que no se corte a si misma:

Un algoritmo posible es tomar el punto P0 con menor coordenada “Y” como origen

y evaluar los cos(() que forman cada

segmento [Pi-P0] con el eje “X”. Luego se

ordena los puntos según valores crecientes 

de cos(() y se define la polilínea uniendo 

los puntos en este orden.







Dado que el cálculo de cos(() requiere evaluar el módulo de cada segmento 

[Pi-P0], el costo computacional de este algoritmo resulta algo elevado. Una alternativa mejor es construir un árbol binario insertando los puntos en forma ordenada utilizando como función de comparación “El punto correspondiente al vértice del arbol esta a la derecha o a la izquierda del segmento actual?”

4. Otros Algoritmos Importantes

4.1 Intersección entre dos segmentos

Interesa saber si dos segmentos en el plano { [x1,y1], [x2,y2] }, { [x3,y3], [x4,y4] } se cortan. Dado que en algunos problemas esta operación se realiza un número muy grande de veces (se pueden tener millones de pares de segmentos por ejemplo), interesa determinar si hay o no corte en la forma más eficiente posible.

Normalmente en las aplicaciones que interesan, estos millones de segmentos tienen baja probabilidad de cortarse, ya que se tratan de situaciones como la de la figura a) y no como la de la figura b).








En estos casos, un primer chequeo que vale la pena aplicar es verificar que las bounding-box de los segmentos tengan alguna superposición. Es decir:

Si (xs1max < xs2min) => no hay corte

Si (xs1min > xs2max) => no hay corte

Si (ys1max < ys2min) => no hay corte

Si (ys1min > ys2max) => no hay corte

Donde:

xs1max : coordenada X máxima del primer segmento

xs1min : coordenada X mínima del primer segmento

……

Si bien en los casos en que efectivamente hay corte, este análisis agrega 8 operaciones inútiles. En general con solo tres o cuatro operaciones se estan descartando la gran mayoría de los casos.

Ahora bien, este test solo descarta muchos casos en los que no hay corte, pero no puede asegurar más que eso. Para efectivamente determinar si hay o no corte puede utilizarse alguno de los dos algoritmos que se describen a continuación.

Alg. 1:


Utilizar el producto cruzado para determinar si los dos puntos que forman un segmento están del mismo lado o en lados opuestos del otro segmento. En el caso de que estén del mismo lado, necesariamente no hay corte. En caso contrario se repite la operación tomando ahora el otro segmento y el otro par de puntos. Si también en este caso queda un punto de cada lado del segmento, entonces hay corte, caso contrario no lo hay. La figura muestra las diferentes situaciones que pueden darse (sin tener en cuenta los casos “patológicos”, en que algún punto de un segmento se encuentra sobre la recta del otro):




En el primer caso los dos puntos de S2 están del mismo lado del segmento S1 y los dos de S1 están del mismo lado de S2, en el segundo el segmento S1 cumple el test, pero no así el S2; en el tercer caso S2 cumple el test, pero no S1. Finalmente en el cuarto caso tanto S1 como S2 cumplen el test de que los dos puntos del otro segmento están en lados opuestos y por lo tanto hay corte.

El algoritmo requerirá 20 operaciones para indicar que hay un corte.

Alg. 2:


La otra alternativa es calcular el punto de corte entre las rectas definidas por los dos segmentos y verificar que dicho punto pertenece o no a alguno de los segmentos:


Ecuación de la recta:
y = A.x + B

A y B son coeficientes a determinar. Dados [x1,y1] y [x2,y2] del segmento se resuelve:






y1 = A.x1 + B






y2 = A.x2 + B

=> A = (y2-y1) / (x2-x1)
B = y1 – A.x1
Dados los dos segmentos => dos ec. de rectas (A1,B1), (A2,B2)

Igualando las dos ecuaciones de recta =>

A1.x + B1 = A2.x + B2 = > xc = (B2-B1)/(A1-A2)

Para saber si hay corte basta verificar (utilizando los dos segmentos) que:


Si xc < x1  && xc < x2     ||    xc > x1  && xc > x2 => no hay corte


Caso contrario => Hay corte.

Este algoritmo requiere prácticamente la misma cantidad de operaciones que el anterior, pero además de indicar si hay o no corte, permite calcular las coordenadas del punto de corte.

4.2 Búsqueda del polígono que contiene un punto

Ya se vio que el producto vectorial puede ser utilizado para saber si un punto es interior a un polígono convexo, pero es fácil ver que si el polígono es no-convexo, ese algoritmo puede fallar. Por otro lado, los requerimientos más corrientes plantean un problema levemente distinto: interesa encontrar cual es el polígono que contiene un punto dado, y en muchos casos la cantidad de polígonos presentes puede ser muy elevada.

Veamos primero como manejar el caso de polígonos no convexos:

4.2.1 Test del Rayo:

Una alternativa para estos casos es el test del rayo: se traza una semirecta cualquiera desde el punto en cuestión y se analiza cuantas veces corta esta semirecta al contorno del polígono. Si el número es par, entonces el punto es exterior y si es impar se encuentra en el interior.


Como cualquier semirecta es válida, en general se utiliza una horizontal al eje X y en dirección positiva, ya que una semirecta general requeriría más operaciones. 

Hasta aquí todo bien, pero que ocurre si la semirecta corta al borde en un vértice como en los casos de la figura? Se contabiliza un corte o dos? Y si pasa justo por un segmento?






Es claro que el algoritmo así planteado tiene altas probabilidades de fallar en estos casos. 
La solución a este problema viene también de la mano del producto vectorial:

Se supone que el contorno está ordenado en algún sentido (antihorario en general) y se comienza entonces con el primer segmento con un vértice con coordenada X mayor que la del punto. 
Se inicia un contador lado en derecha o izquierda según el punto se encuentre a la derecha o a la izquierda del segmento. 

A partir de aquí se evalúa si el último vértice de cada segmento (partiendo de este) se encuentra a la derecha o a la izquierda de la semirecta y se marca la variable lado (con derecha o izquierda). Se comienza a recorrer el contorno calculando con cada vértice el producto vectorial para saber si se cambió de lado. Cuando se produce un cambio, se incrementa el contador de número de cortes y se cambia el estado de la variable lado. Se continúa así con todos los vértices con coordenada X mayor que la del punto en cuestión (recordar que es una semirecta y no una recta). Si el resultado 0.0 para el producto vectorial no se considera cambio, entonces este algoritmo contabilizará correctamente si el número de cortes es par o impar (lo que no quiere decir que contabilice bien el número efectivo de cortes). Para el caso de la semirecta 1 de la figura no detectará corte, mientras que para el 2 y el 3 detectará correctamente un corte.

4.2.2 Clasificación geométrica
Volvamos ahora al problema de encontrar cual es el polígono (convexo o no) que contiene un dado punto cuando la cantidad de polígonos presentes es muy alta. El algoritmo obvio en este caso sería recorrer todos los polígonos y analizar si el punto es interior al mismo. Su costo computacional será por lo tanto proporcional al número de polígonos presentes.

Un recurso valioso en geometría computacional para bajar los costos de búsquedas de entidades geométricas es realizar primero una clasificación u ordenamiento de las mismas. En base al problema de buscar el polígono que contiene un punto se describen aquí dos estrategias de clasificación geométrica: Grillas regulares y trees (quad-trees en 2D y oc-tree en 3D). La descripción se realiza en 2D y las entidades geométricas que se clasifican son polígonos, pero su extensión a más dimensiones u otras entidades es trivial.

Grillas: La idea en este caso es dividir el espacio en una grilla regular de MxN celdas de forma que cada celda sea intersectada por unos pocos polígonos









La estructura de datos para este caso es un arreglo de MxN listas, donde cada lista contiene los polígonos que intersectan esa celda. Una vez que este arreglo ha sido creado, encontrar el polígono que contiene al punto (suponiendo que alguno lo contiene) se divide en dos etapas: 

a) Encontrar la celda [i, j] que contiene al punto [x,y], lo cual requiere las siguientes operaciones:

i = M*(x-xmin)/(xmax-xmin)

j = N*(y-ymin)/(ymax-ymin)

b) Buscar en la lista de polígonos asociada a esa celda cual es el que lo contiene.

Si la grilla es lo suficientemente densa de forma que la cantidad de polígonos en cada celda sea independiente del número total de polígonos, el segundo paso también tiene un costo computacional constante. En casos donde el tamaño de los polígonos es bastante uniforme y equidistribuidos en el espacio, esto se consigue tomando M ( N ( sqrt(NumPolig).

El costo computacional de generar la estructura de datos es proporcional al número de polígonos, por lo que esta técnica será conveniente de utilizar cuando la cantidad de puntos que se analizarán es lo suficientemente grande.

Quad-trees: El principal inconveniente de clasificar mediante una grilla regular es que la condición de obtener pocos polígonos por celda puede volverse inaccesible cuando la distribución de polígonos no es uniforme, o cuando existe grandes diferencias de tamaños (por ejemplo 1 a 1000). En la figura se muestra un caso no tan violento, pero que permite visualizar el problema:












Una estructura de datos interesante para estos casos es el empleo de quadtrees. Se trata de un árbol donde cada vértice puede tener cuatro hijos o ninguno (en 3D serían ocho hijos o ninguno) y representa un rectángulo (paralelepípedo en 3D) que cubre un cierto área del dominio de interés. La raiz del árbol representa un rectángulo que incluye completamente este dominio.







Una representación posible para un vértice de este árbol sería:


struct vertice



{



double xc, yc, tamx, tamy;



struct vertice *TL, *TR, *BL, *BR;



};






Las variables xc, yc indican la posición del centro de la celda, dato necesario para poder descender por el arbol en busca de la celda que contiene un punto dado. El tamaño de la celda (tamx, tamy) es necesario en los casos en que se quiere dividir la celda en sus cuatro hijos.

Volviendo al problema del polígono que contiene un dado punto, utilizando esta estructura la primera etapa de buscar la celda terminal que contiene al punto requiere descender por el arbol y por lo tanto tendrá un costo computacional O(logN) en lugar de constante como se tenia con la grilla. La ventaja de esta estructura es que se puede adaptar el tamaño de celda en forma independiente en cada parte del dominio con la consiguiente economia en memoria.

La siguiente función permite encontrar el terminal que contiene al punto x,y en forma no recursiva:

struct vertice *find(struct vertice *raiz, double x, double y)


{

struct vertice *vert = raiz;


while (vert->TL)

//Si TL es NULL => no tiene ningun hijo



{



if (x < vert->xc)




if (y < vert->yc) 
vert = vert->BL;




else


vert = vert->TL;



else




if (y < vert->yc) 
vert = vert->BR;




else


vert = vert->TR;



}


return vert;


}

Ejercicios:

Ej. 1: Escriba las funciones que determinan si dos segmentos se cortan, utilizando los dos algoritmos descriptos en 4.1 y evalúe cuantas operaciones requiere cada uno.

Ej. 2: Escriba una función que evalue si un punto es interior a un polígono en 2D utilizando el algoritmo de ray-test.

Ej. 3: Escriba una función que inserte puntos en un quad-tree de forma que en cada terminal contenga como máximo dos puntos (si tiene más se debe dividir el terminal y re-distribuir los puntos)

Ej. 4: Escriba una función que retorne la lista de celdas de una grilla que se superponen con un dado rectángulo. Escriba la misma función pero ahora sobre un quadtree.
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� En la especificación de una placa gráfica por ejemplo, suele encontrarse datos como “tantos millones de triangulos por segundo” pero nunca “tantos miles de círculos”, o “tantos millones de cuadrados”.





_1000486681.unknown

